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1. Einleitung

Das Thema Quantenphysik in der Sekundarstufe 2 wird in unserer Gruppe seit
einigen Jahren bearbeitet (vgl. die Arbeiten von Niedderer, Bayer, Bethge, Bormann,
Cassens und Schecker im Literaturverzeichnis). Wichtige Anregungen bel der
Entwicklung der im folgenden beschriebenen didaktischen Konzeption stammen aus
den Arbeiten von SCHREINER (1978), KOPPELMANN et a. (1981) und
ECKHARDT (1982).1 Unsere empirischen Arbeiten wurden 1988 mit einer
Dissertation vorlaufig abgeschlossen (vgl. den Beitrag von Bethge in diesem Band).
Die Entwicklung eines didaktischen Konzepts wird zur Zeit in Richtung auf
Erschlief3ung neuer einfacher Anwendungen in Physik und Chemie fortgesetzt (vgl.
den Beitrag von Cassens in diesem Band).

In dem folgenden Beitrag sollen der fachdidaktische Ansatz zusammenfassend
dargestellt und einige neuere Materialien (Experimente und Computersimulationen)
im Bereich der stehenden mechanischen Wellen und zum H-Atom mitgeteilt werden.

2. Didaktische L eitideen

Die Kernpunkte der didaktischen Konzeption, in denen sie sich teilweise auch von
anderen Konzepten unterscheidet (z.B. FISCHLER 1989, BERG et a. 1989),
bestehen in folgenden Leitideen:

(1) Von Bohr zu Schrodinger

Im Physikunterricht der gymnasialen Oberstufe wird immer noch Uberwiegend das
Bohrsche Atommodel in den Kursen zur Atomphysik zugrundegelegt.
Demgegenuber wird in unserer Konzeption das Bohrsche Modell nur so weit
berlicksichtigt, wie es in einem schilerorientierten Unterricht von Schulern selbst
eingebracht wird (vgl. Niedderer 1991). Das eigentliche Ziel des Kurses ist ein
Atommodell nach Schrodinger, in dem die Existenz von Zustdnden mit diskreten
Energieniveaus eine natUrlich Begrindung findet und welches dem heutigen Stand
der Physik wesentlich ndher steht.

1 Ahnliche Ansétze finden sich auch in den Schulbiichern DORN/BADER und GROSS BERHAG
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(2) Reduzierung des mathematischen Aufwandes

Wir benutzen die Analogie der stehenden Welle, um das grundlegende Konzept des
Zustandes (n, Wn, yn) schon bei klassischen stehenden Wellen einzufihren. Darauf
aufbauend wird die Schrodingergleichung in elementarisierter Form als Aussage
uber die Steigungsanderung bzw. Krimmung der -Funktion benutzt, die dazu
dienen kann, die -Funktion zu verstehen oder zu konstruieren (z.B. mit dem
Computer). Die Abhangigkeit dieser Krimmung von den wesentlichen Parametern
Gesamtenergie Wi, Potential Wpot(x) an der Stelle X und dem Funktionswert
selbst wird in der folgenden halbquantitativen Form der stationdren Schrodinger-
Gleichung zusammengefalit:

P" ~ = (Wn - Wpot) * ¢
Der Computer wird dabei in mehrfacher Hinsicht zum wertvollen Hilfsmittel:

- Zur Veranschaulichung der Bedeutung von ",

- zur Demonstration der Bedeutung von Randbedingungen,

- zur Erarbeitung der Begriffe "Zustand", "Eigenwert" und "Amplituden-
funktion" schon bei mechanischen stehenden Wellen und

- zur konkreten Berechnung von Eigenwerten und Eigenfunktionen.

(3) Erschliefdung von Anwendungen

Unser priméres Ziel ist weniger eine Vertiefung der Interpretationsdiskussion und
ihrer philosophischen Probleme, unsere Konzeption ist mehr auf die Erschlief3ung
von Anwendungen unseres Quantenmodells auf Phéanomene der Atomphysik, der
Chemie und der Festkorperphysik gerichtet. Wir machen dabei bewuf3t und haufig
Gebrauch von Anaogien zu klassischen Phanomen (insbesondere der stehenden
Wellen) und betonen weniger "einen ganz neuen Typ des Denkens' in der
Quantenphysik.

(4) Schilerorientierung

Begriffshildung und Lernprozesse der Schiler sollen durch schiilerorientierte Phasen
zu Beginn enes jeden neuen Kapitels besonders geférdert werden ("am
Schulervorversténdnis orientierter Unterricht - SVU", Niedderer, Schecker 1982).
Solche schilerorientierten Unterrichtsphasen wurden am Thema Photoeffekt,
Quantenvorstellung des Elektrons und Einstieg in die Atomphysik entwickelt und
erprobt.

3. Fachdidaktischer Ansatz

3.1 Die Analogie der stehenden Welle

Schrédinger vollzog 1926 den Schritt von der alten zur neuen Quantentheorie. Er
wollte "zeigen, dal} die Ubliche Quantisierungsvorschrift sich durch eine andere
Forderung ersetzen 1aM%, in der kein Wort von "ganzen Zahlen™ mehr vorkommt.
Vielmehr ergibt sich die Ganzzahligkeit auf dieselbe nattrliche Art wie etwa die
Ganzzahligkeit der Knotenzahl einer schwingenden Saite.” (Schrodinger 1926).
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Die stabilen Zustande von Elektronen in gebundenen Zustdnden entsprechen den
stabilen Zustanden stehender Wellen auf begrenzten Medien. Beide stellen Ldsungen
von &dhnlichen  Differentialgleichungen  unter  physikalisch  gesetzten
Randbedingungen dar. In beiden Féllen ist es sinnvoll, von einem Zustand n zu
sprechen, der durch die Frequenz fn bzw. durch die Energie W und durch die
Amplitude yn(x) bzw. durch die Amplitude yn(x) bestimmt wird. Im einzelnen

ergeben sich folgende anal oge Zuordnungen:

Sall Atom

Frequenz fn Energie Wn

Amplitude yn(x) Zustand n Amplitudepn(r)

Knotenpunkte Knotenflachen

Randbedingung: Knoten/Bauch Randbedingung: v =>0
Inhomogenes Seil Veranderliches Potential

m' =f(x) (Massendichte) Wpot =Wpot(r) ("Potentialtopf")
yn ' (X) ~ - fn2* m'(x) * yn(x) yn'(r)~ - [W;-Wpot(r)] * y n(r)

3.2 Der Begriff Zustand

Der Begriff Zustand kann Uber die stehenden Wellen bereits in der klassischen
Physik eingefihrt werden und wird dort bereits in der folgenden Weise
gekennzeichnet: Jeder Zustand eines schwingenden Systems hat einen Namen n
(z.B. eine oder mehrere Nummern bzw. Quantenzahlen), er besitzt eine bestimmte
Eigen-Frequenz fph und eine bestimmte Form.

Die Form hat bel den klassischen stehenden Wellen eine sekundéare Bedeutung,
gewinnt jedoch in der Quantenphysik als Aussage Uber Wahrscheinlichkeits- und
Ladungsdichten grofe physikalische Bedeutung. Entsprechend der jeweiligen
Anforderung der physikalischen Situation und dem  mathematischen
Abstraktionsvermbgen der Schiler bieten sich mehrere  Moglichkeiten zur
Beschreibung der Form an:

- Angabe der Knotenanzahl

Zeichnung der Form von Hand geméal? Beobachtung
Zeichnung der Knoten (insbes. Knotenlinien bei 2-dim.st.W.)
Zeichung der Amplitudenfunktion yn(x)

mathematische Angabe der Amplitudenfunktion,z.B. y,=yo * sin(k*x)
Zeichnung der Amplitudenfunktion mit dem Computer
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Bei den gebundenen Zustdnden von Elektronen in Atomen, Molekilen oder
Festkorpern konnen Zustande vollig analog beschrieben werden:

- Name des Zustandes (z.B. eine oder mehrere Quantenzahlen)
- Energie des Zustandes, z.B. W,
- Amplitudenfunktion des Zustandes, z.B. y ,, (x) oder Beschreibung.

Nach den Untersuchungen von BETHGE (1988) miifdte ein solcher Zustandsbegriff
an die Stelle von Beschreibungen mit Hilfe von Bahnen und Bewegungen der
Elektronen treten, um Schilern bei der Uberwindung falscher Vorstellungen zu
helfen.

3.3 DasModédl Quant: Tellchen-Welle-Synthese

1. Quanten sind weder Teilchen noch Wellen, sie sind etwas Neues. Das Modéll
Quant stellt eine Synthese aus beiden Modellen dar. Die dtere Auffassung (haufig
mit der Bezeichnung "Dualismus’ verbunden), nach der Quanten je nach Experiment
mal als Teilchen oder mal als Welle zu betrachten sind, wird ausdriicklich abgelehnt.

Diese Synthese driickt sich in den beiden fundamental en Quantenbeziehungen aus.

TelchengroBen: W = h-f Weéllengr 63en:
W,p p = h/l f,l

In diesen Gleichungen werden Teilchen- und WellengrofRen miteinander in
Beziehung gesetzt. Die Gleichungen dienen insbesondere as
"Ubersetzungsgleichungen”, um Teilchen-Beziehungen (z.B. Uber die Summe der
Energien in einem Potentialfeld) in entsprechende Wellengleichungen zu Gbersetzen.
Das neue M odell Quant muf3 also auch vorstellungsméiiig beide verbinden.

2. Das anzustrebende neue, einheitliche Modell Quant wird folgendermalien
beschrieben:

- Es gibt "kleinste Einheiten" (Photonen, Elektronen; Quanten, "Quantonen”, vgl.
BUNGE 1975), die durch ihre Energie, ggf. durch ihren Impuls oder ihren Ort, bei
Elektronen durch ihre Ladung und Masse gekennzeichnet sind ("Teilchenaspekt").
Sie werden bei Messungen punktférmig angetroffen.

- Diesen Quanten zugeordnet ist eine Wahrscheinlichkeitswelley (" Gespensterfeld”,
"de Broglie-Feldstarke", vgl. SCHECKER 1986), welche uns dariiber Auskunft gibt,

WO wir mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit das Quant finden konnen: ¢y ¢2 ist

proportional zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit, je groRer ¢y ¢2 in einem bestimmten
Bereich ist, desto haufiger findet man hier das Quant bei gleich préparierten
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Systemen. Ist g/g2=0, also y =0, dann wird man in der Nahe einer solchen Stelle das
Quant sehr selten finden.

Bezlglich der physikalischen Interpretation dieser y-Funktion gibt es zwe
Varianten: die Interpretation als "Antreffwahrscheinlichkeit” bel einer Messung und
die Interpretation as (im zeitlichen Mittel) kontinuierliche und zeitlich konstante
"Ladungsdichte" oder "Ladungswolke". Diese Vorstellung ist insbesondere in der
Chemie sehr nitzlich.

Zur Interpretation der 1-Funktion
Grundzustand des H-Atoms

Die y -Funktion liefert Zahlenwerte fur

6y62. Diese y -Funktionen kénnen in
Abhéangigkeit vom Ort ein-, zwei- oder
dreidimensional grafisch dargestellt
werden.  Eine  anschauliche  2-
dimensionale Darstellung fir den
Grundzustand des H-Atoms liefert die
nebenstehende Zeichnung. Die ein-
getragenen Zahlenwerte sind y -Werte
in willkdrlichen Einheiten.

Interpretation 1:
Antreffwahrscheinlichkeit

Hierbel wird das Amplitudenquadrat
der Wellenfunktion an der Stelle r
gleich der Wahrscheinlichkeitsdichte

fur das Antreffen eines Teilchens an L
dieser Stelle genommen. "Um die - 5‘}%? ;
Antreffwahrscheinlichkeit zu  veran- L AR
schaulichen, denken wir uns ein B

Verfahren, mit dem wir zu sehr vidlen : ERhRiy
Zeitpunkten das Elektron im H-Atom
lokalisieren kénnen."
(DORN-BADER 1977, S.91)
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Interpretation 2: Ladungsdichte,
Ladungswolke

Da das Elektron mit einer Ladung
behaftet ist, kann die Aufenthalts
wahrscheinlichkeit des Elektrons direkt
mit der an einem bestimmten Ort

vorhandenen L adungsdichte in ‘
Verbindung gebracht werden. "Die
Elektronen dagegen werden am besten
as Ladungswolke betrachtet, deren
Dichte sich von Ort zu Ort andert ...
Das Bild wére dort am dunkelsten, wo
die Elektronen ihre meiste Zeit
verbringen ...". (MCWEENEY 1984)

3.4Von der de Broglie-Beziehung zur stationdren Schrddinger
-Gleichung

Im Unterricht wird die de Broglie-Beziehung fiir freie Elektronen

A=h/p
in bewédhrter Weise aus dem Elektronenbeugungsexperiment und zusétzlichen
theoretischen Plausibilitétsbetrachtungen gewonnen.

Der Ubergang zu einer Wellengleichung fir gebundene Elektronen kann nicht in
Form einer strengen Ableitung geleistet werden. Es gibt jedoch die Mdglichkeit, den
wesentlichen Inhalt der Schodinger-Gleichung fir stationdre Zusténde aus der obigen
de Broglie-Beziehung plausibel zu machen.

Fir ein klassisches Teilchen kann der Impuls aus der kinetischen Energie berechnet
werden:

p = m = vzm*[Wges'WpOt(X)]

Berlicksichtigt man nun den unten anschaulich entwickelten mathematischen
Zusammenhang zwischen y" und | , die obige "Ubersetzungsgleichung”" zwischen p
und |, sowie Wges=Wn, so ergibt sich die Proportionalitét:

WPn " ~ - [Wn-Wpot(X)] * WPn

Diese Formel kann nun als Hypothese fir gebundene Elektronen verwendet und
geprift werden. Sie stellt den wesentlichen Gehalt der stationdren
Schrodingergleichung dar. Flr unsere anschauliche Vorstellung sind vor allem
folgende Aussagen wichtig:

- Dort, wo der Wert des Potentials in einem Potentiatopf grof3 ist, ergibt sich
eine y -Funktion mit kleiner Krimmung und umgekehrt. Mit dieser Aussage
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kann die grobe Form aller y -Funktionen in allen Atomen und Molekllen
erklart werden: Sie alle besitzen in Kernndhe ein niedriges Potential und
damit grofRe Krimmung und kleine Knotenabstande,wahrend sich nach
aullen zu grolReren Radien hin eine kleinere Krimmung und groi3ere
K notenabstande ergeben.

- Be hoéheren Eigenwerten der Gesamtenergie Wn ergeben sich y n-Kurven
mit Uberall grolRerer Krimmung (also z.B. einer hoheren Anzahl von Knoten
und Bauchen).

- Wird die Gleichung mit den richtigen Konstanten verwendet, so ergibt sich
eine 100-prozentige Ubereinstimmung zwischen den mit
Computersimulationen berechneten Energieniveaus und den im Experiment
gemessenen Frequenzen der ausgesandten Spektrallinien.

- Die mit Hilfe solcher Computersimulationen angebbaren Radien der Atome
stimmen ebenfalls mit den experimentell (z.B. aus Gitterkonstanten)
gefundenen Atomradien Uberein.

3.5 Die Bedeutung von "

Bei dieser Frage ergibt sich der besonders gliickliche Umstand, dal? die Anwendung
des Computers neben der Berechnung wichtiger Ergebnisse gleichzeitig zu einem
tieferen Verstdndnis der Bedeutung der zweiten Ableitung fuhren kann. Die
Ausgangsfrage lautet: Wie konstruiert der Computer eine gesuchte y -Funktion?

Dabei treten folgende Schritte auf:

(1) Dem Computer werden vom Programm ein
Anfangspunkt P71 und ene (beliebige)
Anfangssteigung y~ vorgegeben. Nun geht der
Computer mit dieser vorgegeben Steigung
geradlinig ein kleines Stiick Dx von P1 nach P2.

(2) In diesem Punkt P2 berechnet der Computer
die Steigungsénderung y . Diese Steigungs
anderung wird dabei aus den gegebenen
physikalischen GroRen (Gesamtenergie Wh,
potentielle Energie Wpot(x) und Wert der
Funktion y (X) an der Stelle x im Punkt P2)
berechnet (vgl.oben).
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Ein Beispiel fur eine solche

schrittweise  Konstruktion | %% drodedetededen b
der y-Funktion mit relativ 500

grof3er Schrittweite zeigt '

die nebenstehende o

Abbildung. Sie zeigt auch,
da? grofere Steigungs- | -p osoo
anderungen y~° zu einem
kleineren  Knotenabstand -0.100
fuhren.

Haufig haben y -Funktionen
einen sinusartigen Verlauf. Dieser ergibt sich daraus, dal3 die Steigungsénderung
wegen der Proportionalitdt y2~ - y immer zur x-Achse hin efolgt. Dabei
bedeutet positive Steigungsénderung, dal’ die Steigung grofRer (steiler) wird, was
einer  Drehung nach links entspricht. Umgekehrt bedeutet eine negative
Steigungsanderung, dal3 die Steigung kleiner wird, was einer Drehung nach rechts
entspricht. Oberhalb der x-Achse besitzt die y -Funktion positive Werte, y" besitzt
aso negative Werte, die Kurve ist zur x-Achse hin gekrimmt. Umgekehrt
entsprechen Punkte unterhalb der x-Achse negativen y -Werten, also positiven y -
Werten, die Kurve ist nach oben zur x-Achse hin gekrimmt.

Aus dieser anschaulichen Betrachtung ergibt sich en welterer wichtiger
Zusammenhang: Bei grof3en Steigungsanderungen wird der Verlauf der y -Funktion
schneller zuriick zur x-Achse fihren, also zum néchsten Knoten, was einer kleineren
Wellenlange der Kurve entspricht. Generell entsprechen grof3e y &Werte kleinen
Wellenlangen. Im einfachsten Fall einer konstanten Wellenlénge gilt die Beziehung

W' o~ —(1/02)* ¢

0.0 0.250 0500

3.6 Wichtige Elemente eines anschaulichen Quanten-Atommodels

Aus den dargestellten Uberlegungen ergeben sich folgende anschaulichen
Komponenten:

- Die Existenz von diskreten Zustanden in Analogie zu raumlichen stehenden
Wellen;

- eine raumliche, dreidimensionale Vorstellung von der Grof3e und Form eines
(Wasserstoff-)Atoms, basierend auf der y -Funktion ("Orbital"). Diese tritt an
die Stelle von eher zweidimensionalen Bahnvorstellungen;

- dieraumliche Vorstellung der Form in den einzelnen Zustanden wird durch die
Vorstellung der Knotenflachen erheblich unterstiitzt und prazisiert.
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4. Unterrichtsverlauf

4.1 Alternativen

Aus unseren bisherigen Erfahrungen und Erprobungen eines solchen Konzepts
schélen sich zwei extreme Alternativen fur einen Unterrichtsverlauf heraus:

- Die este Alternative orientiert sich starker am  Konzept enes am
Schilervorverstandnis orientierten Unterrichts (SVU) und wurde als Falstudie
bereits beschrieben (NIEDDERER 1991). Sie ist dadurch gekennzeichnet, dal3 ein
grol3er Tell des Unterrichts dem Entwickeln der eigenen Vorstellungen der Schiler
vom Atom gewidmet ist - mit grof3er Nahe zum Bohrschen Atommodell, welches
jedoch vom Lehrer nicht aktiv gefordert wird - , bevor im zweiten Tell des
Unterrichts ein an der Vorstellung stehender Wellen orientiertes Quantenmodell des
Atoms eingefthrt wird.

- Die zweite Alternative steuert die Aufmerksamkeit der Schiiler von vorneherein in
Richtung auf ein an der Vorstellung von dreidimensionalen stehenden Wellen
orientiertes Quantenmodell des Atoms. Sie wurde im Herbst 1991 in einem
Leistungskurs in Bremen vom Verfasser in etwa 4 Wochen unterrichtet und soll im
folgenden etwas ndher beschrieben werden.

4.2 Einfihrung der allgemeinen Idee

Der Kurs bestand aus 9 Schilern, die seit der 11.Klasse im Rahmen des
Modellversuches "Computereinsatz im Physikunterricht der gymnasialen Oberstufe
(CPU)" (NIEDDERER, BETHGE, SCHECKER 1992) in verstarktem Mal3e mit dem
Computer gearbeitet hatten. Dabei wurde der Computer schwerpunktmaldig "auf der
Theorieebene” zur Entwicklung von Modellen mit Hilfe des Modellbildungssystems
STELLA (fur Macintosh Computer?) in den Bereichen Mechanik, Schwingungen und
Felder eingesetzt.s Die Schiler hatten in den zweieinhalb Jahren oft Gelegenheit, in
Gruppenarbeit eigene Modelle interaktiv am Computer zu entwickeln.

Der Unterricht begann damit, dal3 Vorstellungen der Schiler tber das Elektron aus
der Elektronenbeugung aufgegriffen und mit ihrem Vorwissen Uber den Aufbau von
Atomen aus Kern und Elektronenhtille konfrontiert wurden. Daraus wurde dann die
| dee stehender Elektronen-Wahrscheinlichkeitswellen als Vorstellung fir den Aufbau
der Hlle entwickelt. Hierbel spielten zwel Probleme eine zentrale Rolle:

- Elektronen werden vom Kern festgehalten, sie bletben normalerweise im Atom.
Was heil3t das fir die Elektronenwelle?

2 Ein shnliches ModelIbildungssystem liegt seit kuzem mit MODUS (Comet-V erlag)auch fiir DOS-Computer vor.

3 Eine Beschreibung von STELLA und seiner Einsatzmdglichkeiten im Physikunterricht sowie viele weitere Beispiele von
STELLA-Physikmodellen wurden im Projekt CPU (Computereinsatz im Physikunterricht) erarbeitet (vgl. Niedderer,
Bethge, Schecker 1992).
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- Mechanische, akkustische und elektromagnetische Wellen, welche durch Rander
begrenzt werden, bilden stehende Wellen.

Aus dieser Diskussion entstand die hartndckige Frage der Schiler: Was ist der
"Rand" im (Wasserstoff-)Atom ? Diese Frage wurde im Unterricht nicht umfassend
diskutiert. Es wurde lediglich festgehalten, dal3 ein "Rand" existieren mul3, weil sonst
die Welle aus dem Atom entweichen wirde, was nach der Wahrscheinlichkeits-
deutung auch zu einem Entweichen des Elektrons und damit zum Zerfall des Atoms
fuhren wirde. AufRerdem wurde festgehalten, dal3 die elektrische Anziehung
zwischen Kern und Elektron fur diesen "Rand" verantwortlich sein mufdte, so dal3
man sich eine Art "weichen Rand" vorstellen mufite.

Eine genauere physikalische Erlauterung des Randes muif3te von dem Zusammenhang
zwischen elektrischem Potential und Brechungsindex fr Elektronenwellen ausgehen
und das Verhalten von Wellen in einem Medium mit kontinuierlich veranderlichem
Brechungsindex (wie zum Beispiel bei der Luftspiegelung) einbeziehen. Das
resultierende Bild wéae bel ener kugelsymmetrischen Welle durch eine
kontinuierliche tellweise Reflektion an alen konzentrischen Kugelschalen
gekennzeichnet.

4.3 M echanische stehende Wellen zur Einfiihrung wichtiger Begriffe und
Arbeitsverfahren

4.3.1 Eindimensionale stehende Seallwellen

Sehende Wellen auf einem " Stufensell™ (Experiment und Computermodell mit
STELLA)

Nachdem die allgemeine Idee "Atomhllle als stehende Elektronenwelle" als Fernziel
eingefihrt war, wurde jetzt eine genauere Untersuchung von 1-dimensionalen
stehenden Wellen auf verschiedenartigen Seilen angepeilt. Mit enfUhrenden
Demonstrationsexperimenten wurden zundchst allgemeine Gesetzmaligkeiten
wiederholt und weiterentwickelt:

- n*AM/2 = L, (L: Lange des Sells), als Bedingung fir die Aushildung stehender
Wellen.
- Abhangigkeit der Wellenlange| von der Frequenz f, der Seilspannung F (realisiert

durch ein angehéangtes Gewicht Uber eine Rolle) und der Massendichte m’
("Schwere" des Seils, definiert als Masse pro Lénge).

- Beobachtung sinusférmiger und nicht-sinusférmiger Formen von stehenden
Seilwellen auf verschiedenartigen Perlenketten.4

Nun wird die Amplitudenfunktion y(x) eingefihrt. Ihre zweite Ableitung y” wird as
Krimmung auch in Zusammenhang mit der Wellenléange | gebracht: Je grofRer vy,

4Die Perlenketten sind 53 cm lang und sind so hergestellt, dal? zwei oder mehr verschiedene Massendichten auf
einem Seil durch Faden- und Perlenstiicke unterschiedlicher Art realisiert werden. (Hergestellt von M.Fennekohl und
W.Hoffmann, Physikpraktikum Universitét Bremen).

97



desto kleiner wird | . Fir y*" missen also dhnliche Gesetze gelten wie fir | . Fir die
weitere Arbeit mit dem Computer stellen wir nach dieser halbquantitativen
EinfUhrung die folgende Formel bereit:

Yy =-4n2 «f2xm[Fxy.

Danach erhalten alle 4 Schilergruppen verschiedene "Stufenseille’ (mit zwe
verschiedenen Massendichten auf einem Seil) mit der Aufgabe, die ersten drei
Zustande der stehenden Seilwellen (Eigenfrequenzen fn und Amplitudenfunktionen

yn(x) ) sowohl im Experiment als auch mit dem Computer zu bestimmen.

Die Ergebnisse auf den folgenden Seiten sind besonders geeignet, den - fir das
spatere Verstandnis der y -Funktion - wichtigen Zusammenhang zwischen der
Massendichte m’(x) an einer Sellstelle x und der dort zu beobachtenden Krimmung
y"(x) der Amplitudenkurve zu erarbeiten.

Ergebnisse Stufensail:

Eine Perlenkette bestent von O bis 38 ms Vs x
cm aus einer Perlonschnur, auf die von | 15000 -
38 bis 53 cm gelbe Perlen der Masse 80
mg/cm aufgefadelt sind. Diese Kette
wird mit einem Hangegewicht von 0.2 /

N gespannt und mit Gleichstrommotor e ———_
und Fraquenzgenerator |n 0.0 13.25 2i.i5r(l)cm 39.75 53.00
Schwingungen versetzt.

© msin mg/cm

o

Massenverteilung ms (=m’), Perlenkette
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Kruemmung
o

f Fs ms X

STELLA-Mode€ll

y=y+dt* (Steigung)

INIT (y) =0

ys=ys+dt* ( Kruemmung)

INIT (ys) =1

X =time

f=87{Hz} Fs=.2{N}

Kruemmung = - 4*PI*PI *1E-8
*f*f*(mgF9)*y

ms = Diagramm(X)

M odellgleichungen (Auswahl)

1) STELLA beniitzt dt statt dx, mit x=time ist dt=dx.

Foto Perlenkette: n=1, f1= 8.6 Hz

0.0 13.25 26.50 cm 39.75

STELLA-Modell: n=1, f1=8.7 Hz

53.0

Foto Perlenkette: n=2, fo= 20 Hz

STELLA-Modéll: n=2, f2=20.2 Hz

13.25 26.50 cm 39.75 53.00

Foto Perlenkette: n=3, f3=27 Hz

0.0 13.25 26.50 cm 39.75

STELLA-Modell: n=3, f3= 26.5 Hz

53.0

Sehende Sailwellen auf einem " Coulomb-Sail”

Um stehende Wellen auf einem Seil zu erzeugen, die eine dhnliche Form wie y -
Funktionen von Elektronen in einem Coulombpotential besitzen, wurde eine
entsprechende Massenverteilung berechnet und mit verschiedenartigen Perlen auf
einem Seil ndherungsweise realisiert (NIEDDERER 1983). Im folgenden werden
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die Ergebnisse wiederum mit Fotos aus dem Experiment und Ergebnissen eines
entsprechenden STELLA-Modells dargestellt.

Dabei mussen die Punkte "STELLA-
Modell" und "Modellgleichungen” nicht

erneut dargestellt werden: sie sind
identisch! Der einzige Unterschied
besteht in der gednderten Massen-
verteilung, die  graphisch durch

Mausklicks oder als Tabelle aus den

600.00 A

ms in mg/cm

Wagungen in das Computermodell
elngegEben werden. 00 00 1325 2650 'X'inICI"T"I' '53.00
Massenverteilung ms (Coulombseil)
Ergebnisse:
[ RS L\ 1 L P '",- 30.00
A EL I

0.0

-30.00 T

13.25 26.50 cm 39.75 53.0}

STELLA-Modell: n=1, f1= 3.8 Hz

30.00

0.0

-30.00 +

T T T 1
13.25 26.50 39.75 53.0f

STELLA-Modell: n=2, f2=14.25 Hz

Foto "Coulombsell": n=3, f3=21 Hz

30.00 o

0.0 ===

-30.00

T T T
0.0 13.25 26.50 39.75

STELLA-Modell: n=3, f3=20.25 Hz

4.3.2 Zweidimensionale stehende Wellen auf einem Tamburin

Die Vorstellung von stehenden Wellen

in zwal und dra Dimensionen dient

wesentlich zur Entwicklung réaumlicher Vorstellungen vom Atom. Dabei ist folgende

Systematik hilfreich:
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Stehende Eindimensional Zweidimensional | Dreidimensional
Wellen
Knotenart Punkte Linien Flachen
Knotensysteme Ein System Zwel Drei
Systeme,z.B. Systeme,z.B.
Kreiset+Geraden Kugelflachen,
Ebenen und
Doppel kegel
"Quantenzahlen" | ene, z.B.n zwel, z.B.n, m drei, z.B. nm,|

Die folgende Abbildung zeigt Aufnahmen eines schwingenden Tamburins, das mit
einem Lautsprecher unterhalb der Membrane angeregt wurde. Zur Sichtbarmachung
der Knotenlinien wurde weil3er Sand auf die vibrierende Membran gestreut, der
entlang der jewelligen Knotenlinien liegenbleibt. Zu sehen sind stehende Wellen mit
0 bis 3 Knotengeraden (Durchmessern) in den Zeilen und 0 bis 2 Knotenkreisen in
den Spaten sowie einige interessante Kombinationen und die jeweiligen
Eigenfrequenzen.

n n¢| 0 1 2 3

304 Hz

5381 Hz

Eigenfrequenzen und Knotenlinien

eines Tamburins
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4.3.3 Dreidimensionale stehende Schallwellen in einer Glaskugel

Die theoretischen Losungen von dreidimensionalen Schallwellen mit Kugelrand und
die von y-Funktion in einem H-Atom sind insbesondere hinsichtlich der
Winkelfunktionen weitgehend &aquivalent (vgl. COURANT-HILBERT 1, S.270).
Dreidimensionale stehende Schallwellen in einer Glaskugel kdnnen daher zur
Veranschaulichung von Zustanden dienen, die insbesondere durch ihre
Eigenfrequenzen und ihre Knotenflachen gekennzeichnet sind. Dazu wurden solche
stehenden Schallwellen in einer Glaskugel von 12,5 cm @ erzeugt. Es wurden zwel
ver schiedenen Anordnungen verwendet: eine zur Ausmessung des Druckverlaufs mit
einer langs eines Durchmessers verschobenen Mikrofonsonde, die andere zur
Sichtbarmachung der Knoten mit einem entlang eines Durchmessers eingebauten
Gluhdraht (Konstantandraht 0,1 mm @). Zur Einfuhrung der Sonden und des
erregenden Lautsprechers waren zwei Offnungen von je ca. 2 cm @ in der Glaskugel
angebracht. Es wurden verschiedene Resonanzfrequenzen beobachtet und ein
Videofilms Uber die beobachteten GlUhdrahtmuster bei verschiedenen Frequenzen
zwischen 1800 Hz und 13000 Hz erstellt.

Aullerdem wurde die folgende Computersimulation mit dem Modell-
bildungsrahmenprogramm STELLA (auf Macintosh) gerechnet. Sie geht ebenfalls
von der Annahme kugel symmetrischer L 6sungen aus:

p=p+dt*(ps) b
INIT (p) = 10
v=v+dt* (p2s)
INIT (v) =0

c=34 {10m/s}

fn =3.9 {kHz}

p2s=- 4*p"2/c"2* fn"2*p
pS=Vv

p_ABS = SQRT(p"2)
r=time
v_0=IFVv"2<1THEN O
ELSE 2

Modellgleichungen

STELLA-Modell 1) STELLA beniitzt dit statt dr, mit r=time
fUr stehende Schallwellen in einer Glaskugel It dt=d.

5 Hergestellt im Physikpraktikum der Universitat Bremen von M.Fennekohl.
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i

r

1s-Zustand
Messung ¢p(r)|, f1=3899 Hz

L -

%  Kugelrand mit
" Leucht-

4 dioden
&

Gliihdraht

leuchtend Teuchtend
dunkel

F‘l—u

1s-Zustand
Foto der Gluhdrahtsonde

12.00;
9.00-
Il ]
3.00
00%5 136 rin cm 469 6.25
1s-Zustand:

STELLA ¢p(r)|, f1=3.9 kHz

1.00 o

0500 J

0. p— L

1s-Zustand:
STELLA-Bewegungsknoten

Alle kugelsymmetrischen Zustdnde (s-Zustdnde) besitzen einen Knoten (und
Druckmaximum) in der Mitte und am Rand sowie ggf. zusdtzliche Kugel-
Knotenflachen .6 Die Abbildungen zeigen Ergebnisse der Experimente und
Computersimulationen fir den 1s-Zustand (oben, keine welteren Kugel-
Knotenflachen) und fir den 3s-Zustand (unten, zwei weitere Kugel-K notenflachen).
Die Bilder des 1s-Zustandes zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen
Messungen und Kurvenverlauf sowie in der gemessenen bzw. berechneten

Eigenfrequenz.

6 1n einer fritheren Veroffentlichung - NIEDDERER 1983 - war hier fé schlicherweise ein Bauch in der Mitte angenommen
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& Leucht-
p dioden

\: .

Glihdraht

PR

3s-Zustand

3s-Zustand 3§
MeRkurve go(r)g f3= 9569 Hz Foto der Gliihdrahtsonde

fl"‘ =W . Kugelr_‘and
\ f - mit

P

100 o

aon -
2 Kugelknotenflachen

||:|| aSm o

1 2 Kugelknotanflachen l l
w] \ U S S

] a0 156 r imcm 469 625
S 1.58 rFinem &89 825

3s-Zustand 3s-Zustand
STELLA ¢p(r)¢, f3=9.5kHz STELLA-Bewegungsknoten

Bei den Bildern zum 3s-Zustand gilt das nur noch tellweise. Die Anzahl und Lage der
Maxima und Knoten, sowie die Eigenfrequenz stimmen zwar in Messung und
Rechnung weitgehend Uberein, beim Verlauf der |p(r)| -Kurve zeigen sich jedoch
deutliche Abweichungen, die wir auf die durch Lécher, Ausdehnung der Mikrofon-
sonde und Lautsprecher verursachten Verénderungen des Schallfeldes zurtckfUhren.
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5. Energieniveaus, Eigenfunktionen und Wahr scheinlichkeitsdichten beim H-
Atom

In dem Unterrichtsversuch im Herbst 1991 benétigte der Unterricht zur Einfihrung
der ldee und zur Behandlung der 1-, 2- und 3-dimensionalen stehenden
mechanischen Wellen zwei Wochen mit je sechs Stunden. In dieser Zeit wurden von
den Schilern in Gruppenarbeit je zwe verschiedene vorgegebene Perlenketten
experimentell untersucht (Eigenfrequenzen und Form der Amplitudenfunktion) sowie
eigene Computermodelle mit STELLA erstellt und angewendet. Ferner wurden
ergdnzend im Klassenunterricht 2- und 3- dimensionale stehende Wellen im
Experiment vorgefthrt und bezlglich der Entwicklung raumlicher Vorstellungen
diskutiert. Die Schiler sollten in diesem Abschnitt folgendes fur die weitere Arbeit in
der Atomphysik Wichtige gelernt haben?:

- Kennzeichnung von Zustanden stehender Wellen durch deren Eigenfrequenz fp, und
die Form der Amplitudenfunktion yn(x).

- Entstehung nicht-sinusférmiger Amplitudenfunktionen durch eine entlang des Seils
(x-Koordinate) veranderliche Massendichte; Beobachtungen zur Krimmung dieser
Funktion, ihr Zusammenhang mit der jewelligen Massendichte und mit der zweiten
Ableitung y”"; Zusammenhang zwischen y”” und Massendichte.

- Erstellung eines graphik-orientierten Computermodells (STELLA) und dessen
Anwendung auf konkrete Seile, Vergleich der gerechneten und gemessenen
Amplitudenfunktionen.

- Bestimmung von Eigenwerten mit dem Computer durch ein systematisches Trial-
and-error  Verfahren, bei dem die durch das Experiment vorgegebenen
Randbedingungen (Knoten) durch den Computer realisiert werden. Dieses Verfahren
demonstriert fast spielerisch endricklich den engen Zusammenhang zwischen
Eigenwert und Randbedingung.

Das Ziel des weiteren Unterrichts war nun die Anwendung dieser Kenntnisse zur
Erarbeitung eines modernen quantenmechanischen Atommodells unter Einbeziehung
anschaulicher Elemente aus der Analogie zu stehenden Wellen, zunéchst fur das H-
Atom.

Es wurde also mit den oben unter Punkt 3 dargestellten Uberlegungen auf eine
Gleichung fur y " hingearbeitet, um anschlief3end das folgende STELLA-Modell zur
Berechnung der Zustande im H-Atom durch die Schiler selbst erarbeiten zu lassen.

7 Eine genauere Analyse des L ernprozesses durch Auswertung der Videobander wird z.Zt. bearbeitet.
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psi

ps = ps +dt* ( Steigung )
INIT (psi) =0

psis= psis+ dt * (Kruemmung )
INIT (psis) =1

Steigung = psis

r = time {nm}

Steigung

Kruemmung

Kruemmung
=- 26.4*(Wn- Wpot)* psi
Wpot = - 1.44/r {eV}

@ Wn=- 13.6{eV}

r

STELLA-Modell H-Atom M odellgleichungen

wn

Dieses STELLA-Modell qilt fur kugelsymmetrische Zustande (s-Zustande). Es
verwendet die stationére Schrodingergleichung in der Form

Kruemmung psi = - 26.4* (Wn- Wpot) * psi.

Diese Gleichung wurde im Unterricht in der im Abschnitt 3 erlauterten Weise

plausibel gemacht; die Konstante 26.4 ergibt sich als Wert von 2m/h2  in den
gewdhlten Einheiten nm und eV. Das Analoge gilt fir den Wert 1.44 im
Coulombpotential. Beide Zahlenwerte wurden den Schilern nach entsprechender
Diskussion vom Lehrer vorgegeben. Das Modell weist streng genommen einen
systematischen Fehler auf: Es gilt in dieser Form nur fir den eindimensionalen Fall,
aso ein eindimensionales Coulombpotential. Da jedoch die kugelsymmetrischen
dreidimensionalen Lésungen aus den eindimensionalen sich durch Division von r
ergeben und bei der Berechnung der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeit ein

Faktor r2 hinzukommt, gibt das Quadrat der hier vereinfacht berechneten y -Funktion
gerade exakt die Ublicherweise verwendete radiale Aufenhaltswahr-
scheinlichkeitsdichte an. Die berechneten Energieeigenwerte sind - bis auf die
ublichen bei Iterationen auftretenden Ungenauigkeiten - exakt richtig.

Im Unterricht wurde auf eine explizite Unterscheidung von 1- und 3-dimensionaler
y -Funktion verzichtet, die Aussagen wurden immer als raumliche Aussagen Uber
kugel symmetrische Zustande interpretiert.

Erganzend zu den Computersimulationen und den Ublichen Experimenten (H-
Spektrum, Franck-Hertz-Versuch) wurde im Unterricht die Formel fur die
Energieniveaus des H-Atoms ndherungsweise aus der Vorstellung stehender Wellen
abgeleitet (vgl. unten Punkt 6).
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Ergebnisse: Dieersten drel Zustdnde des H-Atoms

0.0500 =

O eV
- 1,5 eV 2 r\
- 314 eV ~0-0500 0.0 0.375 L 113 1.50 Wah h I hk t
rinnm -~ ' rscheinlichkeits-
3s-Zustand, mit STELLA dichte, 3s Zustand
A
R ST e mam 1 154 | Wahrscheinlichkeitsdichte,
2s-Zustand, mit STELLA 2s Zustand
_ 13,6 eV #
Wahrscheinlichkeits-
Energ| en|V6aus 10:0500 0.0 0.375 rin nm 113 1.5 dl Chte, lS ZUS[and
1s-Zustand, mit STELLA

Die Punktdichte-Darstellung kann auch mit STELLA gerechnet werden, sieht dort
jedoch nicht ganz so gut aus; sie wurde hier mit einem eigenen Spezia programm fir
das H-Atom gewonnen.t Die obigen Bilder sind alle mit demselben Mal3stab auf der
r-Achse gezeichnet, sie geben also insbesondere eine anschauliche Vorstellung tber
die VergrolRerung des H-Atoms bei der Anregung, also von n=1 zu hoheren
Zustanden.

Eine andere Darstellung dieser Energieniveaus und Zustdnde, die nachfolgend
gegeben wird, betont den Zusammenhang von Potential Wpot(r) mit der jeweiligen

8 Die Anpassung einer urspriinglichen Fassung fiir C64 von H.Niedderer an den Macintosh (in Pascal) stammt von T.Bethge.
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Krimmung der y -Funktion in den verschiedenen Zustanden und fafdt alle Ergebnisse
in einem Bild zusammen:

y ]
in willk.Einh
V\{] in eV o~
y3
Vin eV
0.0 o
e E—— —
,\‘ W =-1.5eV

\/ W =-3.4eV

-5.00 - 2
y2

\VJ
-10.00 -

Y1 W, =-13.6 eV

D rin nm
-15.00
U B WU IR B —r—r—
| | 0.500 | 1.00 1.50 2.00
R, R, Rs
Wpot(r), Wn, Rn und yn(r)
fur die Zustande 1s, 2sund 3sdesH-Atoms

Auch in diesem Bild erkennt man deutlich die Vergroferung des Atoms bei der
Anregung. Die Abhangigkeit der Krimmung der y -Funktion von Wpot und Wn istin
alen drei Zustanden gut zu erkennen: Uberall nimmt die Kriimmung von innen
(kleines r) nach auf3en (grofRes r) zu, die Knotenabstande werden grof3er, die Kurven
flacher. Bel groferem Wn (hoherer Zustand) ist die Krimmung an vergleichbaren
Punkten stérker als bei kleinem Wn (niedrigerer Zustand).
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6. Naherungsweise Herleitung der Formel fur die Energieniveaus des H-Atoms

Bezeichnungen

n : Nummer des betrachteten Zustandes

Wh: Gesamtenergie des Zustandes n

Rn: Abschdtzung des Atomradiusim Zustand n

M : Abschatzung der mittleren de Broglie-Wellenlange im Zustand n

h :  Plancksches Wirkungsguantum
Wpot(r) : Potential des Elektronsim H-Atom

Grundgleichung fur Quanten ( De Broglie-Gleichung) :

=h
A P . (D
Klassische Hilfsgleichungen :
Coulombpotential:
Wpoi(r) = - €2
Potll) = e @
Kinetische Energie und Impuls:
ka =Mm = V2 = LZ
2 m
p = /\/2m*Wkin = vzm*(Wges'Wpot) (3)

Die folgende ndherungsweise Ableitung geht von der Grundidee des
Zusammenhanges zwischen Eigenwerten und stehenden Wellen aus. Hierbei stellen
wir uns - ausgehend von der Vorstellung kugel symmetrischer stehender Schallwellen
in einer Glaskugel - vor, dal3 im Nullpunkt der Kugel immer ein Knoter? und im
Zustand n auch n Bauche zwischen Mittelpunkt und "Rand" Rp des Atoms liegen.
Die entsprechenden Knoten haben ndherungsweise den Abstand | n/2. Da diese
Wellenlange wegen ihrer Abhangigkeit vom Potential (siehe oben) nicht konstant ist,
sondern von innen nach auf3en zunimmt, nehmen wir eine mittlere Wellenlange und
kommen zu folgender Ausgangsgleichung:
Ao

n*5 =Rn (4
Nun schatzen wir den Atomradius Rn durch denjenigen Radius ab, bei dem die
Gesamtenergie vollstandig als potentielle Energie vorliegt. Klassisch ist hier die
kinetische Energie null, weiter nach aufen kann das Elektron klassisch nicht

kommen. Wellenmechanisch ist an diesem Punkt Y "= 0, die Y -Funktion hat einen

9 Dies legen die Untersuchungen von 3-dimensionalen stehenden Schallwellen in einer Kugel nahe.
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Wendepunkt, der sinusartige Verlauf geht in den exponentiellen Verlauf Uber, der
restliche Teil beschreibt das Eindringen der Y -Funktion in den klassisch verbotenen
Bereich, mit durchweg abnehmender Amplitude. Alle Maxima der Y -Funktion liegen
bei kleineren Radien, die Annahme dieses Wertes als ndherungsweiser Rand
erscheint sinnvoll. In Gleichungen gilt also:
_ _ - @2
Wn —Wpot(Rn) - An*eg* R,

= i

4r*eg*Wh
Als néchstes suchen wir eine Abschéatzung der mittleren de Broglie-Wellenlange An
im Zustand n. Wir benitzen zunéchst die de Broglie-Beziehung zur Ubersetzung von
klassischen Energie- und Impulsgréfien in die Wellengrof3en der y -Funktion:

r=h
P .

Hierin berechnen wir klassisch den Impuls p:

n

2
Wi :m*vz:L
kin 2 2m,

P = V2m*Wyin = v2m*(Wges- Wpot) |

Hierinist in unserem Falle

Wges = Wy,
und
Wpoy = = €2
pot 4J‘l380*l' .

Die mittlere potentielle Energie, aus der wir die mittlere de Broglie-Wellenlénge
erhalten, konnte durch Integration bestimmt werden. Eine brauchbare und besonders
einfache Abschétzung fir den Zustand n erhalten wir jedoch, wenn wir den Wert der
potentiellen Energie beim halben maximalen Radius Rn nehmen:

W) Rny = -2 _ o«
Wpot(r) » W n) = = 2*W
pot(r) pot( 2 ) 2neo* R, n

Daraus erhalten wir fr die mittlere de Broglie-Wellenlange:

T h _ h
T 2m(Wa-2Wh) A= 2mEW,

Wenn wir nun gemald der Ausgangsidee alles in Gleichung (4) einsetzen, erhalten
Wir:
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nx* h » -2

2 -2m*W,  4meg*Wh

n2*h2 ed
- 8M*Wy  1612¢42 W, 2

Die exakte Formel ergibt sich aus der L6sung der Schrddingergleichung fur das H-
Atom:
Wp = == m*ed s 1
8e02¥h2 n2

Die Naherung ergibt den richtigen Zusammenhang zu -1/n2 und zu allen
physikalisch relevanten Grofden. Insbesondere erlaubt sie auch die Angabe der
praktisch wichtigen Form

W, =Wy *-1
n 1 n2-

Der Zahlenfaktor von 2p2 weicht allerdings von dem richtigen Faktor 8 um mehr als
50% ab. Die Herleitung besitzt aber zweifellos den Vorteil, auf einer anschaulichen
Vorstellung von der rédumlichen Gestalt des H-Atoms - gegeben durch die
Knotenfldchen der y-Funktion - und der Verbindung zwischen Zustanden
(Eigenwerten) und stehenden Wellen aufzubauen.

7. Zusammenfassung

Die entwickelte didaktische Konzeption plédiert fir Anschaulichkeit im Bereich der
Atomphysik bel vollstandigem Verzicht auf das Bohrsche Atommodell. Das
schwierigste Hindernis auf diesem Weg stellen nach den Ergebnissen von BETHGE
(1988) die mit den Begriffen "Bewegung" und "Bahn" auf das engste verknUpften
Erwartungen der Schiler (und Lehrer, Physiker) an Anschaulichkeit dar. Nach dem
oben dargestellten Konzept muld aber nicht die Anschaulichkeit generell aufgegeben
werden. Es mul3 "nur" die intuitive Verkntpfung von Anschauung mit "Bahn" und
"Bewegung" des Elektrons aufgebrochen und durch anschauliche Vorstellungen tber
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Zustande, raumliche Formen und GrofRenvorstellungen sowie Energieniveaus ersetzt
werden.
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