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1. Licht und Elektron als Quant

1.1 Lichtelektrischer Effekt und Energiequantelung

Mit dem lichtelektrischen Effekt, der die Quanteneigenschaften von Licht
demonstrieren soll, wird uber ein Experiment in das Thema Quantenphysik
eingestiegen.

Der einfachste Versuch zur Darstellung des lichtelektrischen Effekts bedarf
lediglich einer Zinkplatte, eines Elektroskops und einer Quecksilberdampf-
lampe.

Hg-Lampe
Hg-Licht Zinkplatte

N (geschmirgelt)
N

Die Zinkplatte wird negativ aufgeladen, woraufthin das Elektroskop ausschlagt.
Beim Beleuchten der Zinkplatte mit dem Licht einer Hg-Dampflampe wird die
Platte entladen, was der zuruckgehende Zeigerausschlag des Elektroskops
anzeigt. Ladt man die Zinkplatte positiv auf, so 1at sich beim Beleuchten mit
Hg-Licht keine Entladung uber das Elektroskop beobachten.

Ein qualitatives Ergebnis dieses Versuchs a3t sich bereits formulieren:
Bestrahlt man ein negativ geladenes Metall mit Licht, dann konnen Ladungen
herausgelost werden. Bei einem positiv geladenen Metall ist dies nicht der Fall.

Der Versuch lat sich um eine Glasplatte erweitern, die in den Strahlengang
zwischen Lampe und Zinkplatte gestellt wird. Die Glasplatte dient dabei als
Absorber fur ultraviolettes Licht (Glas ist fur UV-Licht undurchlassig). Mit
der Glasplatte beobachtet man auch bei einer negativ geladenen Zinkplatte
keine Entladung mehr. Der Ausschlag des Elektroskops bleibt erhalten. Da
auBler der UV-Strahlung noch samtliches Licht durch die Glasplatte gelassen
wird, 146t sich folgende Aussage formulieren:

Der UV-Anteil des Lichts der Hg-Lampe verursacht das Entladen der negativ
geladenen Zinkplatte. Das sichtbare Licht endlddt die Zinkplatte nicht.



Aufgrund dieser Beobachtungen lassen sich folgende Fragen formulieren:

1. Wie (bzw. in welcher Form) werden die negativen Ladungen aus der Platte
"entfernt"?

2. Was unterscheidet UV-Licht von sichtbarem Licht?

3. Wie laBt sich eine Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Licht und
Materie (in diesem Fall die Elektronen in der Zinkplatte) formulieren?

Einen erweiterten Versuch zum lichtelektrischen Effekt stellt die Untersuchung
des Photoeffekts mit Hilfe einer Photozelle dar.

Farbfilter
Photozelle Elektrometerbaustein
Halogen- |
lampe |
\ /// | vCA 3140
~ Schalter -
N |
' 1
S C [
4‘ [ T
12V Kondensator L
(C=1nF) =

In dieser Versuchsanordnung konnen mit einem Gitter, das sich innerhalb der
Photozelle befindet, die aus der Metallplatte herausgelosten Ladungen (sprich
die Elektronen) aufgefangen werden. Das Kathodenmaterial ist Casium. Das
Voltmeter mifit uber den MeBverstarker die Spannung am Kondensator. Der
Operationsverstarker (Kroncke Elektrometerbaustein oder CA 3140) bildet
mit dem Voltmeter zusammen ein hochohmiges Voltmeter (GrofSenordnung

1010Q), das die Kondensatorspannung anzeigt, ohne diesen merklich zu
entladen (Kapazitit des Kondensators C = 1 nF). Wird der Schalter S
geschlossen, so baut sich uber die am Gitter aufgefangenen Elektronen eine
Gegenspannung auf, die sich aus der Gleichung U = Q/C uber die gesammelte
Ladung ergibt. Ab einer bestimmten Gegenspannung kommen keine weiteren
Elektronen mehr am Gitter an, da sie zuerst die Potentialdifferenz zwischen
Céasiumkathode und Gitter durchlaufen miussen. Thre Energie reicht ab einer
bestimmten Gegenspannung nicht mehr aus, um das Feld zu uberwinden; die
Kondensatorspannung steigt nicht weiter an. Daraus 146t sich bereits eine erste
quantitative Aussage formulieren:

Die aus der Cdsiumkathode herausgelosten einzelnen Elektronen besitzen eine
bestimmte Maximalenergie. Diese ldf3st sich iiber die Gegenspannung am
Kondensator zu Wkijn= e*U berechnen (e: Elementarladung, Wikin: kinetische

Energie eines Elektrons).



Nun lassen sich wie bei dem vorherigen Versuch Filter zwischen Lichtquelle
(die Lichtquelle kann auch die schon zuvor verwendete Hg-Lampe sein) und
Photozelle bringen. Die Filter sind nur fur einen sehr kleinen Frequenzbereich
des Lichts durchlassig. Nach Schlielen des Schalters S wartet man, bis sich eine
konstante Gegenspannung eingestellt hat. Fur verschiedene Filter tragt man die
Frequenzangabe der Filter gegen die Maximalspannung am Voltmeter auf.

Die folgende Tabelle zeigt die im Experiment gefundenen Werte. Die Wellen-
lange A wird uber f = ¢/A in die Frequenz umgerechnet. Die Angabe der
kinetischen Energie der Elektronen ist in Elektronenvolt. Ein Elektron, das die
Potentialdifferenz von einem Volt gerade noch uiberwinden kann, besitzt eine
Energie von 1 eV. Sowohl Elektronenvolt als auch Joule sind die Einheiten

einer Energie. Ihre Umrechnung ist: 1.0 eV = 1.6 * 10-19 J. Das eV ist
eine sehr kleine Energieeinheit, die sich besonders fur die Mikrophysik eignet.

Lichtfarbe | A (in nm) f (in 1/s) U (in V) Wkin (in eV)
gelb-grin 546 5491012 0.50 0.50
blau-grin 492 6091012 0.65 0.65
indigo 436 6881012 0.95 0.95
violett 405 740+1012 1.1 1.1
uv 366 819+1012 1.4 1.4

Tragt man die kinetische Energie der Elektronen gegen die Frequenz auf,
erhalt man den folgenden Graphen (Datenpunkte mit Ausgleichsgerade):

Aw in (ev) Die Ausgleichsgerade
2.0 besitzt die Steigung
1.5 AW,
// Zkin _3.3.107 eV -5
1.0
A und schpeidet die y-
05 Achse bei
f in (1/s)
0.0 —— . > Wein(f = 0) = -1.35¢V
1|°14
-0.5 Bei fgrenz=4.1*10]‘4HZ
schneidet die Gerade
-1.0 die x-Achse. Diese
Freugenz wird Grenz-
-1.5 frequenz genannt.
-2.0
-2.5




Die Beobachtungen mit den verschiedenen Filtern lassen sich dadurch erkléren,
daB Licht seine Energie portionsweise an die im Metall befindlichen Ladungs-
trager (Elektronen) abgibt. Die Energieportionierung ist dabei nicht von der
Intensitat des Lichts (dies 1aBt sich in einem Versuch mit intensitatsreduzieren-
den Filtern zeigen), sondern nur von dessen Frequenz abhédngig. Eine hohere
Intensitat fuhrt nur dazu, daB3 der Maximalausschlag des Voltmeters schneller
erreicht wird, was darauf zuriickzufuhren ist, daf3 bei hoherer Intensitat in
einem bestimmten Zeitraum mehr Elektronen aus dem Metall gelost werden.

Filter mit Frequenz-
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Das Bild auf der vorherigen Seite fa3t die wichtigsten Ergebnisse zusammen.
Abbildung 1 ist die modellhafte Darstellung der geladenen Metallplatte.
Beleuchtet man die Metallplatte mit Licht der Frequenz f] (siehe Abbildung 2),

so lassen sich aus der Metallplatte herausgeloste Elektronen feststellen, die alle
die gleiche kinetische Energie besitzen (mit gleichlangen Pfeilen angedeutet).
Bringt man wie in Abbildung 3 noch ein intensitatsreduzierendes Filter in den
Strahlengang (belaflt die Frequenz aber bei f1), verandert sich die Menge der

Elektronen, die in einem bestimmten Zeitintervall herausgelost werden, jedoch
besitzen die herausgelosten Elektronen die gleiche kinetische Energie, wie bei
dem Versuch in Abbildung 2. Die Intensitit verandert die Menge der
herausgelosten Elektronen, aber nicht ihre kinetische Energie, was sich im
Versuch durch das langsamere Aufladen des Kondensators zeigt. In Abbildung
4 ist ein Filter eingesetzt, das nur Licht einer Frequenz f2 > f1 durchlaf3t. Man

beobachtet, da} die austretenden Elektronen eine groBere kinetische Energie
besitzen, als es in dem Versuch in Abbildung 3 der Fall ist (mit ldngeren
Pfeilen angedeutet). Licht groBerer Frequenz gibt groBere Energieportionen
an die Elektronen ab. Man spricht daher auch von energiereicherem Licht.

Der Versuch (Abbildung 5) mit Licht der Frequenz f3 (die kleiner als die

Grenzrequenz ist) 10st uberhaupt keine Elektronen mehr aus dem Metall. Die
Elektronen sind im Metall mit einer bestimmten Energie gebunden. Ist die
Frequenz des Lichts so groB3, da} die auf die Elektronen uibertragene Energie-
portion kleiner als die Energie ist, die benotigt wird, um die Elektronen aus
dem Metall zu 10osen, beobachtet man keine freien Elektronen.

Die Ergebnisse lassen sich zusammengefallt so formulieren:

1. Ein mit Elektronen geladenes Metall bindet diese mit einer bestimmten
Energie. Um ein Elektron aus dem Metall herauszulosen benotigt man eine
bestimmte Austrittsarbeit.

2. Licht gibt seine Energie portioniert an die in einem Metall gebundenen
Elektronen ab. Die Energieportionen sind von der Frequenz des Lichts
abhdngig. Licht grofler Frequenz tibertrdgt grofiere Energieportionen als Licht
kleiner Frequenz.

3. Diese zwei Tatsachen haben bei der Wechselwirkung zwischen Licht und
Elektronen zur Folge, daf3 Licht mit einer Frequenz kleiner der Grenzfrequenz
zu kleine Energieportionen auf die Elektronen iibertrdgt, so daf3 diese nicht aus
dem Metall gelost werden konnen.

Diese drei Aussagen beantworten der Reihe nach die drei anfangs gestellten
Fragen. Mit Hilfe des zweiten Experiments lassen sich die bisherigen
Ergebnisse quantitativ formulieren. Licht mit einer Frequenz, die, in den
Graphen des zweiten Versuchs eingesetzt, zu einer negativen Kkinetischen
Energie fuhrt, kann keine Elektronen aus dem Metall 1osen. Die Austrittsarbeit
Wa ist der Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse. Die Mindestenergie, um
ein Elektron aus dem Metall zu losen, ist damit Wg = 1.35 eV. Dieses Ergebnis
ist die quantitative Aussage von Punkt 1. Die Steigung der Geraden, die wir ab
jetzt h nennen, ist das Verhiltnis zwischen Frequenz des eingestrahlten Lichts
und der an die Elektronen ubertragenen Gesamtenergie. Aussage 2 laBt sich
damit qualitativ so formulieren:



W=nhf

Die an ein Elektron uibertragenen Gesamtenergie ergibt sich aus der Austritts-
arbeit plus der kinetischen Energie des Elektrons. h ist eine Naturkonstante. In
sehr genauen Experimenten wurde sie bestimmt zu

h=414-10"2eV-5=6.63-107% -5

Von der GroBenordnung stimmt dieser Wert mit der in unserem Versuch

gefundenen Steigung von 3.310-15 eV+s uiberein. Die zweite Angabe in Joule
mal Sekunde beinhaltet die gleiche Einheit, jedoch wurde eV in J umgerechnet.
h ist die fundamentale Grofle der Mikrophysik (Quantenphysik, Atomphysik).
Sie wird zu Ehren von Max Planck das Plancksche Wirkungsquantum
genannt. Der Begriff Quant deutet die Portionierung (oder Quantelung) von
Energie an, die sich, wie in diesen Versuchen zu beobachten war, bei der
Wechselwirkung zwischen Licht und Materie zeigt.

Die eben besprochenen Interpretation des Photoeffekts wurde erstmals 1905

von Einstein gegeben. Sie fuhrt den Begriff des Photons ein, das den

teilchenhaften Charakter des Lichts hervorheben soll. Nach Einstein lassen sich
die Ergebnisse folgendermallen deuten:

- Licht besteht aus Lichtquanten (genannt "Photonen"), die neben den Wellen-
eigenschaften (A, f) auch Teilcheneigenschaften, wie z.B. eine bestimmte
Energieportion besitzen.

- Ein Photon im Licht der Frequenz f besitzt die Energie |th0,0n =h-f |

- Das auf das Metall auftreffende Licht kann man sich als einen Strom sehr
vieler Photonen vorstellen. Je grofler die Intensitat des Lichts, desto mehr
Photonen.

- Trifft ein Photon auf ein Elektron, so kann es dem Elektron die Energie
W=h+f ubertragen.

- Diese Energie benutzt das Elektron, um sich aus dem Metall zu befreien
(Austrittsarbeit W,). Der Rest bleibt am Elektron als kinetische Energie

h-f=W,+W,,=W,+e-U (U ist die Gegenspannung, gegen die die heraus-
gelosten Elektronen gerade noch anlaufen konnen; uber U wird damit die
kinetische Energie der Elektronen gemessen)

Neben dem Photoeffekt zeigen viele andere Experiment den quantenhaften
Charakter von Licht. Da die Portionierung von Groflen ublicherweise eine
Eigenschaft von Teilchen ist (ein Elektron besitzt eine bestimmte Masse bzw.
Massenportion und eine bestimmte Ladung bzw. Ladungsportion), wird mit
dieser Entdeckung dem Licht eine vollig neue Eigenschaft zugeschrieben, die
sich allerdings nur in der Mikrophysik bemerkbar macht.



1.2 Elektronenbeugung

1923 stellte Louis de Broglie eine Hypothese fur den Wellencharakter von
Elektronen auf. Wenn sich bei Licht uber W = h*f ein Zusammenhang
zwischen Eigenschaften, die ublicherweise nur Teilchen besitzen, und
Eigenschaften, die eine Welle beschreiben, verknuipfen lassen, konnte iber die
"Ubersetzungsgrole" h auch eine Verbindung zwischen Teilchen- und
Welleneigenschaften bei Elektronen bestehen. Er formulierte diesen
Zusammenhang als Hypothese in der Formel:

h

A

Wie beim Photoeffekt, wo den Photonen uber ihre Frequenz die
Teilcheneigenschaft der Energieportionierung uber W = h#f zugeschrieben
werden konnte, wird nun den Elektronen uiber ihren Impuls eine Wellenlange
A\ gegeben, die den wellenhaften Charakter ausdriickt.

Der Aufbau einer Apparatur zum Nachweis des Wellencharakters von
Elektronen ist die Elektronenbeugungsrohre:

Gebeugter Strahl

B

nenquelle

|le— = —»!

Elektro- I Graphitfolie

20 Zentralstrahl

>

Einzelkristall

\
= .\

Registrierebene

Die Elektronenquelle liefert Elektronen mit einer bestimmten Energie. Diese
werden auf den Kristall geleitet (genaugenommen befinden sich in der
Graphitfolie sehr viele Kristalle, die in alle moglichen Richtungen ausgerichtet
sind).
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Die von vorne aufgenommene Registrierebene des
realen Experiments ist nebenstehend abgebildet. Das
obere Bild zeigt zur Erinnerung das Experiment mit
Rontgenstrahlung. Es lassen sich Interferenzringe
beobachten.

Darunter befindet sich eine Aufnahme der Registrier-
ebene bei Durchfiihrung des Experiments mit Elek-
tronen. Der helle Fleck in der Mitte entsteht durch
Elektronen, die an der Graphitfolie nicht gebeugt
werden. Um den Mittelpunkt liegen Kreise, die
darauf schlieBen lassen, dafl auch Elektronen
interferieren und damit einen wellenhaften Charakter
besitzen. Wird die Elektronenenergie vergroflert (die
Wellenlange damit verkleinert), so verkleinert sich
auch der Radius der Interferenzringe. Ahnlich wie

bei Interferenzexperimenten mit elektromagnetischer Strahlung konnen wir
versuchen, einen Zusammenhang zwischen Radius der Ringe, Abstand der
Schirmebene, Wellenldnge der Elektronen und dem Abstand zweier Ebenen
des beugenden Mediums zu machen.

Interferenz am Einfachspalt

Interferenz am Doppelspalt

I

— 1
T

A

-~
-~

--"

Die drei Abbildungen zeigen Interferenzeffekte elektromagnetischer Strahlung

am Einfachspalt, Doppelspalt und Kristallgitter.

Es gibt jeweils einen
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Zusammenhang zwischen den mikroskopischen Grofien A (Wellenlange) und d
(Einfachspalt: Spaltbreite, Doppelspalt: Spaltabstand, Kristallgitter: Abstand
der Gitterebenen) und den makroskopischen Grolen R (Abstand zweier
Maxima bzw. Radius des Interferenzrings) und L (Abstand zwischen
beugendem Medium und Schirm).

Ebenso versuchen wir den Radius R der
Interferenzringe, die wir beim Versuch
mit der Elektronenbeugungsrohre
beobachtet haben, in einen Zusammenhang
mit A, d und L zu bringen. Der Abstand
zweier gedachter Gitterebenen in einem
Kiristall ist in dem Bild links mit d gekenn-
zeichnet. Die Ebenen sind gestrichelt
eingezeichnet; der Abstand d = 0.12 nm in
der hexagonalen Anordnug der Atome
findet man im Graphit. Fur
Elektronenbeugung am  Kiristallgitter
bedienen wir uns derselben Formel, die
wir schon fur die Interferenz am
Doppelspalt (bzw. die Beugung elektro-
magnetischer Strahlung am Kristallgitter)
kennen.

In einem Demonstrationsexperiment sind folgende Werte gemessen worden:

R=23cm,L=13.5cm, U=3500 V (Beschleunigungsspannung)

Die experimentell bestimmte Elektronenwellenlange ergibt mit diesen Werten:
d-R 0.12nm-2.3cm
A= = =0.021nm
L 13cm
Da wir in die vorgeschlagene Formel von de Broglie den Elektronenimpuls
einsetzen mussen, mu3 zuvor die uns bekannte Elektronenenergie in den

Impuls umgerechnet werden:
2
W=U-e=2p——>p2=2m€-U'e—>p= \2m,-U-e
m

e
Die aus der Hypothese von de Broglie berechnete Elektronenwellenldnge ist

damit
h_ h 6.6-107* Js

P 2mU-e \2.9.1-107 kg 1.6-107"° As-3500V
Der erste Versuch zeigt, dal die von de Broglie vorgeschlagene Hypothese die
im Experiment gemessene Wellenlange von A = 0.021 nm korrekt vorhersagt.
In einem zweiten Versuch 1aBt sich die Allgemeingultigkeit der Hypothese von

de Broglie uberprufen, indem man den Radius des Interferenzrings gegen die
Beschleunigungsspannung der Elektronen mifit. Da eine Proportionalitit

A =0.021nm

zwischen A und 1/p vorhergesagt wird (A=h-l), erwartet man beim
p

Auftragen von A gegen 1/p eine Gerade mit der Steigung h. Die gemessene
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Beschleunigungsspannung U muf3 dazu in 1/p und der Kreisradius R in A
umgerechnet werden.

Dazu benutzen wir die schon zuvor genannten Formeln:

S — und AL
p 2m,U-e L

In einem Demonstrationsversuch wurden die folgenden, tabellierten Werte

gefunden (d=0.123 nm, L.=0.135 m):

U (in V) R (in m) 1/p (in s/m) A (in m)
2000 0.031 4.14%1022 2.82x10-11
2300 0.028 3.86+1022 2.55+10-11
2700 0.026 3.56%1022 2.37+10-11
3000 0.0245 3.38%1022 2.23x10-11
3200 0.024 3.27%1022 2.19x10-11
3500 0.023 3.13%1022 2.10+10-11
3600 0.022 3.08+1022 2.00+10-11
4000 0.022 2.93x1022 2.00+10-11

Ain10m Nebenstehend sind die
3.0 Tabellenwerte in A gegen
I/p aufgetragen. Die
2.8 /J’ Steigung der Ausgleichs-
den ist
% gera
6 A A 677107 s
) A(1/ p)
2.4 Aus der Vorhersage von
. ) de Broglie erwarten wir
2:2 /_V/ den Wert
20 T e in h=6.63-10"%Js
1.8 1022 s/m

5.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0 4.2

(Um den mathematischen Aufwand zu reduzieren, kann man in dem Graphen
auch den Radius R gegen 1/+U auftragen, um die Proportionalitat zu zeigen.
Damit entféllt die Umrechnung von U in 1/p und R in A.)

Der Vergleich der beiden Werte zeigt eine sehr gut Ubereinstimmung
zwischen der hypothetischen Vorhersage und dem experimentellen Ergebnis.
Damit a3t sich die Beobachtung mit der Elektronenbeugungsrohre folgender-
malen interpretieren:

Die um den Mittelpunkt liegenden Kreise im Versuch mit der Elektronen-
beugungsrohre sind Interferenzerscheinungen, wie sie auch beim Experiment
mit Rontgenstrahlung entstehen. Dies ist ein Beleg fur den Wellencharakter der
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Elektronen. Wiaren Elektronen klassische Teilchen, die an einem Hindernis
gestreut werden, wirde man in der Registrierebene eine iiber die ganze Flache
verteilte Leuchterscheinung erwarten. Die Interferenzringe konnen nur durch
einen, den Elektronen zugeschriebenen Wellencharakter erklart werden.

Der Wellencharakter driickt sich quantitativ in der dem Elektron zugeteilten
Wellenlange A aus, die iber den Zusammenhang

mit dem Impuls des Elektrons verbunden ist.

1.3 Zusammenfassung: Freie Quanten

Die beiden Abschnitte dieses Kapitels basieren auf den ersten Experimenten,
die zur Formulierung und Uberpriiffung der Quantenphysik gefuhrt haben.
Licht und Elektronen (und noch viel allgemeiner: Elementarteilchen wie auch
z.B. Neutronen, Protonen, ...) zeigen ganz ahnliche FEigenschaften. Sie
verknupfen ihre GroBen Impuls, Energie, Wellenldnge und Frequenz uber die
zwei Gleichungen:

— 5| und W=h-f

h ist dabei eine "UbersetzungsgroBe", die eine fundamentale Rolle in der Quan-
tenphysik spielt. Man bezeichnet sowohl Licht, als auch Elektronen als
Quanten. Diese besitzen teilchenhaften wie auch wellenhaften Charakter und
sind damit etwas vollig Neues, das in der Beschreibung der klassischen Physik
nicht existiert.

Die zwei gezeigten Experimente behandeln freie Quanten. Die Atomphysik, die
in den anschlieBenden Kapiteln besprochen wird, beschiftigt sich mit
gebundenen Quanten (ganz konkret mit Elektronen, die an einen Atomkern
gebunden sind) und mit der Wechselwirkung zwischen gebundenen Elektronen
und Licht. Die zwei "Ubersetzungsgleichungen" sind in der Atomphysik
weiterhin gultig. Sie werden sich an weiteren Experimenten bestatigen lassen.
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2.Klassische stehende Wellen

2.1 Beschreibung stehender Wellen - Tamburinversuch

Jedes System, das sich zum Schwingen anregen 14t (z.B. ein Tamburin, eine
Stimmgabel oder eine Gitarrensaite), besitzt ganz bestimmte Frequenzen
(sogenannte Eigenfrequenzen), unter denen sie schwingen. Eine Stimmgabel
zum Beispiel gibt, wenn man sie anschlagt, einen Ton ihrer Eigenfrequenz ab.
Ein Tamburin kann man mit Hilfe eines Frequenzgenerators und Lautsprechers
zum Schwingen anregen. Hat man Sand auf die Membran gestreut, dann
werden bei der Anregung des Tamburin die Sandkorner nach oben
geschleudert und tanzen durcheinander. Bei bestimmten Frequenzen beobachtet
man jedoch Figuren, die der Sand auf das Tamburin zeichnet. An den Stellen,
an denen der Sand liegenbleibt, bewegt sich das Tamburin nicht. Diese Stellen
haben héaufig die Form von Linien oder geschlossenen Kreisen. Im Bild unten
sind die sogenannten Knotenlinien zu einigen Frequenzen aufgezeichnet.

Ve 0 1 2 3
| r
1
139 Hz 211 Hz
2
304 Hz 435 Hz
Eigenfrequenzen und Knotenlinien
3 eines Tamburin
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Zwischen den beiden Eigenfequenzen von 139 Hz und 211 Hz gibt es keine
weiteren Frequenzen, bei denen Knotenlinien entstehen. Der Sand tanzt herum,
ohne ein Muster zu bilden. Die physikalischen Eigenschaften des Systems
(Tamburin) legen fest, bei welchen Frequenzen Knotenlinien entstehen und wie
diese aussehen. Im obigen Bild sind alle Knotenlinienbilder zwischen 0 Hz
und 581 Hz abgebildet. Knotenlinien entstehen dort, wo die Membran des
Tamburin trotz der Schwingung nicht vibriert.

Sind die Bedingungen erfullt, unter denen Knotenlinien auftreten, spricht man
von einem Zustand des Systems. Die Zustiande lassen sich durchnumerieren.
Man verwendet ublicherweise die Vairable n, die sogenannte Zustandszahl.
Die in der Abbildung dargestellten Zustiande des Tamburins sind mit ny und ng

bezeichnet. ny = 1 und ng =0 bezeichnet z.B. den Zustand bei der Frequenz

f10=139Hz (diese Eigenfrequenz besitzt dann im Index die Zustandszahlen), nr
=2 und ngp = 2 den Zustand bei f22=517Hz.

Diese Aufteilung nach zwei Zustandszahlen wird gemacht, weil alle Zustande
mit gleicher Zahl n¢ ein @hnliches Knotenlinienbild zeigen. Z.B. besitzten alle

Zustande mit ngp = O radialsymmetrische Knotenlinien; alle Linien sind
kreisformig um den Mittelpunkt angeordnet. Alle Bilder mit ny = 1 besitzten
einen Kreis (ganz auflen), alle mit ny = 2 zwei Kreise, alle mit ny = 3 drei
Kreise, usw.

2.2 Stehende Schallwellen in einer Glaskugel

Das zuvor beschriebene Tamburin ist ein zweidimensionales System; es
entstethen Knotenlinien. In einem dreidimensionalen System wie z.B. einer
Glaskugel, in der die Luft durch einen Lautsprecher, der an einen
Frequenzgenerator angeschlossen ist, zum Schwingen angeregt wird, gibt es
bei stehenden Wellen Knotenflachen.

Um diese zu untersuchen, wird ein Draht durch den Mittelpunkt der Glaskugel
gefuhrt. An den Knotenflachen ist die Luft in Ruhe. Wird der Draht von
Strom durchflossen, wird er an den Stellen, wo er eine Knotenflache schneidet,
zu gluhen anfangen, da die Luft an diesen Stellen in Ruhe ist und den Draht
weniger kuhlt. Die Stellen, an denen aufgrund der Schwingung die Luft in
Bewegung ist, wird der Draht starker gekiuhlt; er gluht nicht.

Auch hier bilden sich nur bei bestimmten Frequenzen (den Eigenfrequenzen)
Knotenflachen. In den Abbildungen auf der nachsten Seite sind die Bilder des
Gluhdrahtes in der Glaskugel bei den zwei Zustinden n=1 und n=3
aufgezeichnet. Da es sich nur um radialsymmetrische Zustinde handelt, reicht
die eine Zustandszahl n aus, um den Zustand festzulegen (Zur Beschreibung
nicht-radialsymmetrischer =~ Zustinde brauchte man insgesamt drei
Zustandszahlen). Die Kugelflaichen sind radialsymmetrisch um den
Kugelmittelpunkt im Abstand der Knotenpunkte angeordnet.
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Beispiele fur kugelsymmetrische Zustande in der Glaskugel

Zustand n=1
-fo= 3.1 kHz
- Keine Knotenflachen

(auBer Rand und Mittelpunkt)

1.00

0.500 4

0.0 — ——

T T T T T T T T T T T
0.0 1.58 rincm 483 825

Bewegungsknoten
(gerechnet mit STELLA)

-
- LS Kugelrand mit
®- Leucht-
4 dioden
" )
| ]
%
Glihdraht
leuchtend leuchtend
dunkel
L—
e —————

Foto der Gluhdrahtsonde

Zustand n=3
-fo» = 99kHz

- 2 Kugelknotenflachen

100

2 Kugelknotenflachen

b

0.0r - — -

o500

60 15 rimecm 460 625

Bewegungsknoten
(gerechnet mit STELLA)

15

v ow . Kugelrand

L mit
& Leucht-
¢ dioden
»
v
Gluhdraht

Ieuchtend \

Foto der Gluhdrahtsonde




2.3 Stehende Seilwellen

Ein besonders einfacher und anschaulicher Fall ergibt sich bei
eindimensionalen stehenden Wellen, wie z.B. einem Seil, das durch einen
Motor in Schwingung versetzt wird. Stehende Wellen entstehen ganz allgemein
in einem durch Riander begrenzten Medium, wie z.B. der Membran des
Tamburin oder der eingeschlossenen Luft in der Glaskugel. An den Réndern
befinden sich immer Knoten (Punkte, Linien, Flachen), da das Medium dort
keine Bewegungsfreiheit besitzt. Stehende Wellen entstehen in einem Seil, das
auf beiden Seiten eingespannt ist, so da} auch hier der Rand des schwingnden
Mediums (das Seil) keine Bewegung ausfihren kann. Die Riander sind
gleichzeitig Knotenpunkte. Die Abbildung zeigt die drei niedrigsten Zustande
stehender Wellen eines Seils, das eine konstante Massenbelegung besitzt (vollig
gleichmaBiges Seil).

Knoten Das Seil ist 53 cm lang und
auf beiden Seiten einge-
spannt. Auf einer Seite

- / / \ befindet sich ein Motor, der
\ das Seil in Schwingung ver-

Knoten

0.0 o Amplitude setzt. Man beobachtet bei

\ Frequenzen unterhalb 15

. Hertz eine ungeordnete Be-

wegung des Seils, ohne da-

oo T T T o Tin eine Struktur erkennen
Grundschwingung n=1; f{=15 Hz zu konnen. '

o0 = Bei 15 Hertz schwingt das

Knoten Seil vollig gleichmaBig. Die

- / Funktion des maximalen

Ausschlags des Seils an

einer Dbestimmten Stelle
nennt man Amplituden-
funktion. Sie ist die

17.00 T T T Einhiilllende der Seilbewe-
0.00 13.25 26.50 . 39.75 53.00 gung.

IErsStehOb.erschwm,%l;I.l% 300 Bei einer vollstindigen

(angeregte Schwingung) n=2; fo= zZ Schwingung einer

17.00 3 Knoten stehenden Welle wird jeder

Punkt auf dem Seil von der

/ \q Nullstellung aus bis zur
o.oo-QQO maximalen positiven Am-
plitude schwingen, dann

umkehren, die maximale
negative Amplitude errei-

-17.00 1 ] 1

0.00 1825 250 3975 53.00 chen und dann zur Nullstel-
Zweite Ober schwingung lung zuruckkehren. Die
(angeregte Schwingung) n=3; f3=45 Hz Amplitude beschreibt nur

den Punkt des maximalen Ausschlags. Da sie symmetrisch zur x-Achse ist,
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genuigt die Angabe einer Funktion (z.B. nur der positiven). Diese Funktion
besitzt im Gegensatz zum schwingenden Seil keine Bewegung. Sie ist zeitlich
konstant.

Die stehende Welle bei 15 Hertz wird als Grundschwingung bezeichnet.
Unterhalb dieser Frequenz gibt es keine weiteren stehenden Wellen. Die
Grundschwingung ist dadurch gekennzeichnet, da3 sie zwischen den beiden
Punkten, die das Seil einspannen, keine Knoten besitzt. Die Bezeichnung dieses
Zustands ist eher willkiirlich. Man konnte sagen, da3 er durch das Fehlen von
Knoten charakterisiert ist (und meint damit, dal3 es zwischen den beiden
einspannenden Punkten keine weiteren Knoten gibt). Man konnte ihn aber auch
durch die Angabe, da3 er zwei Knoten besitzt, beschreiben (diese waren die
Knoten am Anfang und Ende des Seils). Ebenso willkurlich ist die Angabe der
Zustandszahl. Hier wurde der Grundzustand mit n=1 bezeichnet, der
nachsthohere mufl daher n=2 heilen. Man muf3 mit seinen Bezeichnungen nur
bei anderen Zustinden konsistent bleiben (zuvor hatten wir beim Tamburin
und der Glaskugel den Grundzustand mit n=1 gekennzeichnet, der
nachsthohere muf} also die Zustandszahl n=2 besitzten). Die Frequenz besitzt
als Index die Zustandszahl (z.B. f;=15 Hz).

Erhoht man die Frequenz des Motors von 15 Hertz kontinuierlich, dann
beobachtet man wieder ungeordnete Seilbewegungen. Erst bei 30 Hertz bildet
sich ein geordnetes Muster. Zwischen 15 Hertz und 30 Hertz gibt es keine
Frequenz, bei der die Bedingungen fur eine stechende Welle gegeben sind. Der
nachsthohere Zustand (mit n=2 bezeichnet oder auch erster angeregter Zustand
genannt) ist durch eine Amplitudenfunktion gekennzeichnet, die einen Knoten
zwischen den beiden, das Seil einspannenden Punkten besitzt. Thre
Eigenfrequenz ist f=30 Hz.

2.4 Zusammengefallite Ergebnisse uiber stehende Wellen

Zusammenfassend lassen sich die bisherigen Ergebnisse iiber stehende Wellen

folgendermafen darstellen:

- Jedes schwingende Medium (Seil, Tamburin, Luft in Glaskugel) besitzt
bestimmte Eigenfrequenzen fy, bei denen sich stehende Wellen ausbilden.

- Ist die Bedingung einer stehenden Welle erfullt, spricht man von einem
Zustand des Systems (eingespannte Seite, Luft in Gaskugel, ...) und weist
jedem Zustand eine Zustandszahl n zu.

- Jeder Zustand ist durch seine Knotenbilder charakterisiert.

- Noch allgemeiner besitzt jeder Zustand eine Amplitudenfunktion yp(Xx), aus

der sich die Knoten ermitteln lassen. Die Amplitudenfunktion ist die
Einhullende der Wellenbewegung; sie ist zeitlich konstant (keine
Bewegung!).
Zwei Dinge mussen an dieser Stelle noch hervorgehoben werden. Jede stehende
Welle, ob 1-dimensional (Seil), 2-dimensional (Tamburin) oder 3-dimensional
(Glaskugel), besitzt eine Amplitudenfunktion. Die Angabe von Knoten reicht
zur Charakterisierung des Zustands aus, beinhaltet aber nicht die gesamte
Information, die die Amplitudenfunktion besitzt. Der Begriff Zustand ist in
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diesem Zusammenhang eine physikalische Definition. Wir sprechen von einem
Zustand, wenn die Bedingungen einer stehenden Welle erfullt sind.
Die vollstindige Beschreibung eines Systems 1aBt sich graphisch durch Angabe
von Zustandszahlen, Eigenfrequenzen und Amplitudenfunktionen darstellen,
wie in der folgenden Abbildung am Beispiel eines Seils dargestellt.

Zustands-  Eigenfre-
zahl n quenz f Amplitudenfunktion Y x)

n=3 f3=45 Hz /'_\ /’_\

Zweiter angeregter Zustand

n=2 =30 Hz //_\

Erster angeregter Zustand

n=1 f1=15Hz

_ Grundzustand

Fur den eindimensionalen Fall ist diese Darstellung noch sehr ubersichtlich.
Mehrere Dimensionen erschweren eine anschauliche Vorstellung. Die folgende
Tabelle listet die Eigenschaften 1-dimensionaler, 2-dimensionaler und 3-
dimensionaler stehender Wellen auf.
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Stehende Eindimensional Zweidimensional | Dreidimensional
Wellen
Beispiel Seilwellen Tamburin Schall in
Glaskugel
Knotenart Punkte Linien Flichen
Knotensysteme Ein System Zwel Drei
Systeme,z.B. Systeme,z.B.
Kreise+Geraden Kugelfldchen,
Ebenen und
Doppelkegel
Zustandszahlen eine, z.B. n zwel, z.B. n, m drei, z.B. n,m,]

2.5 Stehende Wellen in inhomogenen Medien

Ein inhomogenes Medium ist durch eine ungleichméfige Massenverteilung
charakterisiert. Fur ein Seil bedeutet dies, dafl seine Massendichte nicht uberall
konstant ist. Es ist - einfach gesagt - an einigen Stellen schwerer als an
anderen. Das bedeutet, daBl das System "inhomogenes Seil" anderen
Bedingungen unterworfen ist, als ein homogenes Seil. Es ist anzunehmen, daf3
sich andere Eigenfrequenzen und andere Amplitudenfunktionen ergeben.

Als Beispiel benutzen wir ein 53cm langes Seil, das die ersten 38cm eine
Massendichte von 7.8mg/cm (nur Perlonschnur) besitzt und die restlichen
15cm eine Massendichte von 80mg/cm (Perlonschnur mit aufgefadelten
Perlen).

Elektromotor

Perlonschnur Perlen
Umlenkrolle ’/ \
- 38cm —————»=1{5cm >

Gewicht

Die konstante Spannung im Seil wird durch ein Gewicht erreicht, das uiber eine
Umlenkrolle an einem Seilende befestigt ist. Auf der anderen Seite ist das Seil
mit einem Motor verbunden, dessen Anregungsfrequenz gesteuert werden
kann.
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Die ersten drei Zustinde dieses Systems sind in der folgenden Abbildung
gezeigt.

Zustands-  Eigenfre-
zahl n quenz f Amplitudenfunktion Y x)

n=3 f3=27 Hz

Zweiter angeregter Zustand

n=2 f2 =20 Hz L i | :

Erster angeregter Zustand

n=1 f1=8.6 Hz L’—C' Qﬁ

Grundzustand

Die abgebildeten Amplitudenfunktionen sind Fotos des realen Versuchaufbaus,
die Frequenzen entsprechen den gemessenen Eigenfrequenzen der Zustiande.
Auf der linken Seite 1a6t sich die Umlenkrolle erkennen, auf der rechten Seite
der Elektromotor.

Durch die inhomogene Massenverteilung zeigen die Eigenfrequenzen keinen
konstanten Abstand mehr (die Frequenzen des homogenen Seils waren fi=15
Hz; =30 Hz; f3=45 Hz, also jeweils ein Abstand von 15 Hz). Bei den
angeregten Zustanden befinden sich die Knoten im Bereich der hoheren
Massendichte. Die Krummung des Seils ist im Bereich der hohen
Massendichte grofer, als im Bereich der kleinen Massendichte. Die Krimmung
des Seils 148t einen Ruckschluf3 auf die Massendichte zu. Sie spielt bei der
spateren theoretischen Beschreibung stehender Seilwellen eine wichtige Rolle.
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2.6 Theoretische Beschreibung stehender Seilwellen

Fur ein genaueres Verstindnis und eine Berechnung der stehenden Wellen sind
sogenannte Differentialgleichungen notig. In  ihnen tritt insbesondere die
zweite Ableitung der Amplitudenfunktion y"(x) auf. Wir wollen uns daher
zuvor eine anschauliche Bedeutung dieser Grosse als Steigungsianderung
oder Krummung erarbeiten.

Die nebenstehend gezeichneten Kurve
y(x) zeigt in Punkt 1 eine groBere
YX) | Steigung y1' als y2' in Punkt 2. Die
Steigung nimmt ab, die Krummung
(=Steigungsanderung) ist negativ. In
Punkt 3 ist die Kruimmung Kkleiner,
die Steigung #ndert sich weniger

stark.

Die folgende Abbildung =zeigt eine Sinuskurve (wie es auch die
Amplitudenfunktion des ersten angeregten Zustands des homogenen Seils ist):

* 3

4
y | Ao i
| 14 :

< ~—
=27/ k 10
7 9
8
X —p

In Punkt 1 ist die Krummung betragsmaBig gering, die Funktion gleicht in der
Umgebung von Punkt 1 einer Geraden. Zwischen Punkt 2 und 3 nimmt die
Krummung zu, der Graph neigt sich immer stirker. In Punkt 3 ist die
Krimmung betragsmédfig maximal (ihr Vorzeichen ist negativ, weil sich die
Kurve mit dem Uhrzeigersinn dreht). Zwischen Punkt 5 und 6 ist der Graph
einer Geraden wieder sehr dhnlich, die Krimmung ist fast Null. In Punkt 8 ist
die maximale Krummung in entgegengesetzter Richtung erreicht (ihr
Vorzeichen ist positiv, weil sich die Kurve gegen den Uhrzeigersinn dreht).

Fur eine sinusformige stehende Welle (homogene Massenverteilung im
Seil) hat die Amplitudenfunktion y(x) folgende Form:
y(x) = Apg* sin(k*x) . ............. (1)

21



AQ (die Amplitude) und k (die Wellenzahl) sind zwei, die Amplitudenfunktion
beschreibende Konstanten (sieche Abbildung). Leitet man diese Funktion
zweimal nach x ab, erhdlt man im ersten Schritt y'(x) und im zweiten Schritt

y'(%).
Das Ergebnis sieht so aus:

yH(X) =-Ap *k2>1< sin(k*x). ....... (2)

Setzt man aus Gleichung (1) Ag * sin(k*x)=y(x) in (2), 146t sich dies auch so
schreiben:

y'(x) = - K25 y(X). .o (3)

Dies ist eine sogenannte Differentialgleichung fur die Amplitudenfunktion
y(x). In einer Differentialgleichung kommen die gesuchte Funktion - hier y(x)
- und ihre zweite Ableitung - hier y"(x) - vor. Sie gilt fur alle x und genuigt
deshalb zur Bestimmung der gesuchten Funktion. Diese Gleichung druckt die
oben gefundene Beziehung zwischen Krummung und Amplitudenwert mathe-
matisch exakt aus:

- Amplitude und Krummung haben entgegen-

gesetztes Vorzeichen

- Je groBer die Amplitude desto groBer die

6 o Krummung.
Lo Aus diesen beiden Aussagen ergibt sich die

typische Gestalt einer Sinuskurve.

1A

| 1

Mit k=2n/A (der Zusammenhang zwischen Wellenzahl k und Wellenlange A)
und h=c/f (der Zusammenhang zwischen Wellenlange A,
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ und Frequenz f) 1aBt sich Gleichung (3) wie
folgt umschreiben:
202

y@ix) = — 4’2 2f FYX) o (4)
Fur nichtsinusformige stehende Wellen (inhomogene Massenverteilung
im Seil) ergibt sich eine etwas kompliziertere Differentialgleichung.
Entscheidend sind dabei der Einflul der Masse des Seils und der EinfluB3 der
Spannkraft Fg, Letztere ist durch das angehdngte Gewicht bestimmt und bei
dieser Anordnung auf dem ganzen Seil konstant. Die Masse dagegen ist entlang
des Seils durch die darauf angebrachten Perlen ortsabhingig. Wir definieren:
(Massendichte an der Stelle x) = ms(x) = m'(x) = Am/As =
Masse/Lange
Die Differentialgleichung nichtsinusformiger stehender Wellen lautet:

y"(x) = - 412 « 2 + m'(x)/Fs * y(x)
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Auch hier findet sich die Beziehung zwischen Krimmung der Amplituden-
funktion y"(x) und der Amplitudenfunktion selbst y(x) wieder. Da y(x) auf
der rechten Seite mit m'(x) multipliziert wird, ist die Krimmung y"(x) in dem
Bereich grofler, der eine grole Massendichte besitzt. Zu diesem Ergebnis sind
wir auch schon bei der Betrachtung des Experiments gekommen.

Wie lassen sich aus dieser Gleichung die Amplitudenfunktionen und Eigen-
frequenzen zu Zustinden stehender Wellen finden? Wir wissen aus dem
Experiment, daf die gesuchten Amplitudenfunktionen am linken und am
rechten Ende Null sein miissen, da das Seil an diesen Stellen eingespannt ist und
sich nicht bewegen kann. Eine notwendige Randbedingung ist daher bei dem
53 cm langen Seil:

y(0 cm) = 0 und y(83 cm) = 0

Nur wenn diese Bedingungen erfullt sind, handelt es sich um eine physikalisch
sinnvolle Situation. In der Differentialgleichung sind die Massendichte m'(x)
und die Spannkraft Fg bekannt. Man muf3 die Frequenz so lange variieren, bis

die Bedingungen erfullt sind. Die gefundenen Funktionen yp(x) sind dann die

gesuchten Amplitudenfunktionen stehender Wellen. Jede wird mit einem Index
n (der Zustandszahl) durchnumeriert.

2.7 Modellierung stehender Wellen mit STELLA

STELLA ist ein Computerprogramm, mit dessen Hilfe sich unter anderem
Differentialgleichungen losen lassen. Die Programmierung erfolgt auf einer
graphischen Oberflache. Jede Variable und Konstante erhalt ihr eigenes
Symbol. Diese Symbole werden mit Pfeilen verbunden, die anzeigen, wie die
einzelnen Groflen voneinander abhdngen.

Wir werden STELLA benutzen, um die mathematisch aufwendig zu bestim-
menden Amplitudenfunktionen stehender Seilwellen mit inhomogener
Massenverteilung graphisch darzustellen. Als weiteres Produnkt des
Losungsverfahrens mit STELLA erhalten wir die Eigenfrequenzen der
Zustande. Die Grundlage unseres STELLA-Modells ist immernoch eine
Differentialgleichung. Sie bildet den theoretischen Inhalt.

Vs y In dem nebenstehenden
&3 Krumm Steig Modell finden sich alle
Q) bereits genannten
GroBen wieder. x ist
der Ort auf der x-
const Achse, ms die Massen-
dichte, Fs die Spann-
kraft des Gewichts, f
die Frequenz, y die
Amplitudenfunktion
und "Steig" bzw. ys

Fs f ms
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deren erste Ableitung. STELLA beginnt mit x=0 und berechnet aus den
Angaben und den eingegebenen Gleichungen die Krimmung, daraus die erste
Ableitung und letztendlich die Funktion y(x) selbst. Dann wird X um ein
kleines Intervall Ax vergroBert und der Rechenprozel3 von vorne begonnen.
Auf diese Weise wird die Amplitudenfunktion von x=0 cm bis x=0.53 m
konstruiert. Die hinter den Symbolen stehenden Gleichungen finden sich in den
unten aufgelisteten Modellgleichungen:

y(t) = y(t - dt) + (Steig) * dt ys(t) = ys(t - dt) + (Kriimm) * dt
INITy= 0 INIT ys = 1

INFLOWS: INFLOWS:

Steig = ys Krimm = -const*fA2*(ms/Fs)*y
X = time {m} const = 4*pir2*1e-3

ms {g/m} = GRAPH(x {m}) f="7.5{Hz}

(0.00, 0.78), (0.053, 0.78), (0.106,|Fs = .2 {N}
0.78), (0.159, 0.78), (0.212, 0.78),
(0.265, 0.78), (0.318, 0.78), (0.371,
8.00), (0.424, 8.00), (0.477, 8.00),
(0.53, 8.00)

O
Die Differentialgleichung liegt in der Form

Kruemmung = -4 * 72+ 10-3 « £2+ (ms/Fs) = y

vor. Die Konstante const enthélt den Faktor 1e-3=10-3, da die Massendichte in

der FEinheit g/m (und nicht kg/m) angegeben wird. STELLA rechnet

einheitenlos, weswegen die Einheiten auf der linken und rechte Seite gleich
sein mussen, so daf} sie sich rauskuirzen.

Zum Auffinden der Eigenfrequenzen und der Amplitudenfunktionen stehender

Wellen miuissen wir so vorgehen, wie es im Theorieteil geschildert wird. Die

gefundenen Funktionen mussen die Bedingungen y(0)=0 und y(53)=0 erfullen.

Die erste Neben-

- bedingung y(0)=0 kann

durch  Eingabe des

Startwerts, der einfach

Null  gesetzt  wird,

) J ! erfullt werden. Nun

0 026  xinm 0,53 versuchen wir mit der

Eingabe einer beliebigen

Frequenz (z.B. f=5 Hz),

y(x) mit STELLA berechnet (f=5 Hz) die erste Eigenfrequenz

zu finden. Die Funktion

startet wie vorgegeben bei Null, endet aber weit iber Null. Dies kann keine

physikalisch sinnvolle Losung sein, wenn das Seil auf der rechten Seite

eingespannt ist.

24



1 1 | | \I
0 0,26 X in m 0,53

y(x) mit STELLA berechnet (f=10 Hz)

Ein zweiter Versuch mit
der Frequenz f = 10 Hz
ergibt das nebenstehende
Bild. Diesmal landet die
Funktion zu weit unten.
Auch dies ist keine
sinnvolle Losung. Aller-
dings 1aBt sich aus den
beiden Bildern ablesen,
dal3 die gesuchte

Frequenz zwischen 5 Hz und 10 Hz liegen muf, da die Funktion mit f = 5 Hz
bei x=53 cm zu weit oben und die andere Funktion mit f = 10 Hz zu weit unten

liegt.

1
0 0,26 X in m 0,53

y(x) mit STELLA berechnet (f=8.6 Hz)

y(x) als reales Foto des Experiments bei f=8.6 Hz

Eine sinnvolle physika-
lische Losung erhalt
man bei f=8.6 Hz (siche
Abbildung). Hier ist die
Bedingung y(53)=0
erfullt. Das Ergebnis
stimmt mit der
experimentellen Beob-
achtung (siehe Foto) gut
uberein. Die exakte
Ubereinstimmung  der
Frequenz aus Theorie
und Experiment ist eher
zufallig. Bei hoheren
Zustinden weichen die
Werte etwas vonein-
ander ab, was auf

Ungenauigkeiten in der Angabe der einzelnen Werte zuruckzufuhren ist. Im
Folgenden sind die experimentellen Beobachtungen und die theoretischen
Ergebnisse zu den ersten beiden angeregten Zustianden graphisch dargestellt.

Die gefundenen Eigenfrequenzen sind:
Zustand n=1 8.6 Hz (Experiment)

Zustand n=2 20 Hz (Experiment)
Zustand n=3 27 Hz (Experiment)
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8.6 Hz (STELLA)
19.5 Hz (STELLA)
26.0 Hz (STELLA)



026  yinm 0.53

y(x) mit STELLA berechnet (f=19.5 Hz)

i«z'p@ﬂ

y(X) als reales Foto des Experiments bei =20 Hz

0 T T __ T 1
0,26 X in m 0,53

y(x) mit STELLA berechnet (f=26.0 Hz)

<

y(x) als reales Foto des Experiments bei f=27 Hz

2.8 Die Zustandsbeschreibung gebundener Elektronen

Bis jetzt haben wir den Zustandsbegriff an einem klassischen System
(schwingendes Seil) erlautert. Wir haben die Bedingungen fur die Entstehung
stehender Wellen aus experimentellen Beobachtungen abgeleitet und dabei die
physikalischen Begriffe Zustand, Zustandszahl, Eigenfrequenz, Amplituden-
funktion und Knoten definiert. Die theoretische Beschreibung wurde in einem
Computerprogramm umgesetzt, um den mathematischen Aufwand zu
reduzieren. Ein Vergleich zwischen theoretischen Ergebnissen und experimen-
tellen Werten bestitigte unsere Theorie. Das Modell lost die vorgegebene
Differentialgleichung unter Angabe der physikalischen Bedingungen
(Knotenpunkte an den Randern). Wir fragen nun, was dieses Verfahren mit
gebundenen Elektronen zu tun hat und wie wir es zur Berechnug von Atomen
verwenden konnen.
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Untersucht man experimentell in Atomen gebundene Elektronen macht man

folgende Beobachtungen:

- Elektronen sind im Atom in Zustianden gebunden; diese lassen sich wie die
Zustande stehender Wellen mit Zustandszahlen durchnumerieren (in der
Atomphysik nennt man diese Zahlen Quantenzahlen).

- Jeder dieser Zustande ist durch einen Eigenwert charakterisiert. Bei
stechenden Wellen war dies die Frequenz, bei gebundenen Elektronen ist es
die Bindungsenergie (man spricht auch von Eigenenergie).

- Die fundamentale Gleichung zur Beschreibung von gebundenen Elektronen
ist eine Differentialgleichung (Schrodingergleichung genannt), die die
gleiche Struktur besitzt, wie die Differentialgleichung stehender Wellen. Auf
der linken Seite befindet sich die zweite Ableitung einer Amplitudenfunktion
(in der Atomphysik wollen wir diese Verteilungsfunktion nennen), auf
der rechten Seite die Verteilungsfunktion selbst.

- Die Verteilungsfunktion beschreibt einen Zustand eines gebundenen
Elektrons und ist wie die Amplitudenfunktion zeitlich konstant. Sie darf
allerdings nicht mehr als Hullkurve einer Bewegung interpretiert werden.
Sie beschreibt stattdessen die Ladungsverteilung des Elektrons um den
Atomkern.

Da Atome dreidimensionale Gebilde sind, stellt eine eindimensionale

Berechnung eine Vereinfachung dar. Diese Vereinfachung macht uns eine zu

stehenden Seilwellen analoge Berechnung der Verteilungsfunktionen moglich

und damit diese Funktionen anschaulich. Ahnlich dem Schema einer stehenden

Seilwellen, das Zusandszahl, Eigenfrequenz und Amplitudenfunktion

nebeneinanderstellt, lassen sich zu einem gebundnen Elektron Quantenzahl,

Eigenenergie und Verteilungsfunktion zur vollstindigen Beschreibung des

Systems Atom graphisch darstellen. Die Verteilungsfunktionen unterliegen

allerdings etwas anderen Bedingungen. Bei x=0 starten diese mit einem

vorgegebenen Wert ungleich Null. Die zweite Bedingung fordert, dal die

Funktionen mit zunehmenden x gegen Null streben. Es gibt im Atom keine

"Wand", an der die Verteilungsfunktion festgemacht wird. Eine Begrenzung

kann man sich im Unendlichen denken. Die ersten drei Zustinde des

Wasserstoffatoms sind in der folgenden Abbildung dargestellt.
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Quanten- Eigenwert ' '
zahl n der Energie Ep Verteilungsfunktion n(r)
e
n=3 E3 =-1.5eV T
Eo=-3.4 eV 3
o Ep=34evV
e
n=1 Ey=-13.6 eV
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3. Das H-Atom

3.1 Modelle vom Aufbau der Atome

Streuexperimente von Rutherford (ab 1904) an Atomen zeigten, dal sich die
positive Ladung von Atomen und fast ihre gesamte Masse auf einem sehr
kleinem Raum im Zentrum aufhalt. Dieses Zentrum nennt man den Atomkern,
der aus Protonen (den Tragern der positiven Ladung) und Neutronen
(ungeladene Teilchen) besteht. Daruiber, wie sich die Elektronen, die die
negative Ladung tragen, um diesen Kern anordnen (man spricht von der
Atomhiille), haben sich im Laufe der letzten 100 Jahre verschiedene Modelle
entwickelt. Die Atomphysik beschiftigt sich hauptsachlich mit Fragen zum
Aufbau der Atomhiulle, die das Verhalten gebundener Elektronen
beschreibt. Es werden hier einige Modelle vom Aufbau der Atome angeboten.

A) Das Bohrsche Atommodell

Bohr formulierte 1913 einen entscheidenden Ansatz fur ein Atommodell,
das die experimentellen Beobachtungen erkldrte und einen bedeutenden
Schritt zur Formulierung der Quantenphysik enthielt. Die Experimente
waren vor allem die Rutherfordschen Streuversuche und die Beobachtung
von Linienspektren, wenn man ein atomares Gas zum Leuchten anregt.

In diesem Modell sind die Elektronen Teilchen, die sich auf Kreisbahnen
um den Atomkern bewegen, dhnlich wie die Planeten um die Sonne
kreisen. Durch die Coulomb-Anziehung der entgegengesetzten Ladungen
entstehen stabile Bahnen (Kreisbewegung). Die folgenden Zeichnungen
(2-dimensionales Bild und Schillerzeichung) veranschaulichen dies.

Bohrsche Bahnen
(strahlungsfreie
Bewegung)

Atomkern

Das eben beschriebene Gleichgewicht gilt fur beliebige Bahnen, erlaubt
also beliebige (oder auch kontinuierliche) Abstinde zwischen Elektron
und Kern. Gibt das Elektron Energie in Form von Licht ab, verringert
sich sein Bahnradius. Die Menge der abgegebenen Energie bestimmt die
Frequenz und damit die Farbe des Lichtes. Da die Spektren der Atome
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aber nur Linien bei ganz bestimmten Frequenzen zeigen (man nennt dies
diskrete Frequenzen), deutet das darauf hin, dafl die Elektronen nur ganz
bestimmte Energieportionen aufnehmen konnen. Im Bohrschen Bild fuhrt
dies zu ausgewahlten Bahnen (Bohrsche Bahnen, siehe Bild), auf denen
sich die Elektronen um den Kern bewegen. Alle anderen Bahnen sind
verboten. Da sich diese Beobachtung aber in den klassischen Gesetzen der
Mechanik nicht wiederfinden 1aft, stellte Bohr ein Postulat auf, das die
Auswahl bestimmter Elektronenbahnen abweichend von der klassischen
Physik beschreibt.

Ein zweites Postulat entstand aus der Uberlegung, dal3 Elektronen, die
sich auf Kreisbahnen bewegen, also standig eine Beschleunigung erfahren,
Energie abstrahlen. Fur die um den Atomkern kreisenden Elektronen
hitte das zur Folge, dal3 sie ithren Bahnradius wegen der Energieabgabe
stindig verringern und letztendlich in den Kern sturtzen. Da das nicht
beobachtet wird (Atome sind stabile Gebilde), mufl eine strahlungslose
Bewegung auf den ausgewdhlten Bahnen postuliert werden.

DaB} diese erste Vorstellung vom Atom nicht zufriedenstellend war, liegt
an der Formulierung von Postulaten. Die klassische Physik ist im
Bohrschen Atombild nur soweit um Forderungen erweitert, wie sie aus
experimentellen Beobachtungen notwendig sind. Diese Forderungen
gelten nur in der mikroskopischen Welt der Atome, jedoch nicht in
unserer makroskopischen, erfahrbaren Welt. Dennoch sind sie ein
wichtiger Schritt zur Entwicklung einer einheitlichen Theorie der Atome.

B) Das gebundene Elektron als Quant

Betrachtet man im Atom gebundene Elektronen nicht mehr als klassische
Teilchen, sondern behandelt sie als Quantenobjekte, wie wir es auch bei
freien Elektronen getan haben, erhidlt man die folgenden Beschreibungen:
Dem Elektron wird eine Amplitudenfunktion zugeschrieben, die Psi-
Funktion (griechisch ) genannt wird. Diese Funktion besitzt fur jeden
Ort um den Atomkern einen bestimmten Wert. Die Psi-Funktion selbst
laBt sich mit der Schrodingergleichung berechnen. Sie ist die
fundamentale Gleichung der Atomphysik und wird spéater noch
ausfuhrlich besprochen. Die Schrodingergleichung liefert aber noch mehr
Ergebnisse. Aus ihr ergeben sich rechnerisch die bei Bohr nur
postulierten erlaubten Energien und damit eine schlussige Erklarung der
beobachteten Linienspektren, wenn ein Elektron Energie abgibt. Da man
im Zusammenhang mit gebundnen Elektronen auch nicht mehr von Bahn
und Bewegung sprechen kann, sondern nur noch von Zustinden (diese
werden spdter noch genau behandelt), entfallt auch die Postulierung einer
strahlungslosen Bewegung, wie sie sich bei Bohr findet. Der Vorteil im
Gegensatz zum Bohrschen Atommodell ist, da3 diese Beschreibung keiner
Postulate bedarf.

Leider beinhaltet die Theorie der Schrodingergleichung und der Psi-
Funktion aber auch einen groBen Nachteil, der bis heute zu Diskussionen
unter Physikern fuhrt. Die das Elektron beschreibende, um den Atomkern
befindliche Psi-Funktion erlaubt keine einfache Vorstellung mit
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Elektronen als klassischen Teilchen, wie es bei Bohr moglich ist. Es gibt
daher verschiedene Interpretationen der Psi-Funktion, die sich in
verschiedenen Texten zu diesem Thema finden lassen, wie z.B. in den
folgenden Ausziigen von Max Born und Friedrich Herrmann. Beiden
gemeinsam ist, daB { bzw 2 die Verteilung des Elektrons um den Kern
beschreibt.

Vorstellungen vom H-Atom

1. Kern+Hille

2. Elektron als Teilchen
bewegt sich um den Kern

Rutherford/Bohr (1913):
auf Planeten-Bahnen

Born (1926):
Antreffwahrscheinlichkeit
Elektron teilchenartig

3. Elektron als Quant:
bewegt sich NICHT,

verteilt in Orbitalen

Schrodinger (1926):
Ladungswolke

Herrmann (1990):
"Elektronium" als Flussigkeit
Dichte

Interpretation I (Antreffwahrscheinlichkeit)
Max Born (1926):

Ich mochte versuchen, hier eine (...) Interpretation zu geben (...). Dabei knupfe ich an
eine Bemerkung Einsteins iiber das Verhiltnis von Wellenfeld und Lichtquanten an; er
sagte etwa, daf die Wellen nur dazu da seien, um den korpuskularen Lichtquanten den
Weg zu weisen, und er sprach in diesem Sinne von einem "Gespensterfeld". Dieses
bestimmt die Wahrscheinlichkeit dafur, daf ein Lichtquant, der Trager von Energie und
Impuls, einen bestimmten Weg einschlagt; dem Felde selbst aber gehort keine Energie
und kein Impuls zu. (...)

Bei der vollstandigen Analogie zwischen Lichtquant und Elektron (...) wird man daran
denken, die Gesetze der Elektronenbewegung in dhnlicher Weise zu formulieren. Und
hier liegt es nahe, die de Broglie-Schrodingerschen Wellen als das "Gespensterfeld" oder
besser "Fuhrungsfeld" anzusehen.

(...) Die Bahnen dieser Korpuskeln sind nur so weit bestimmt, als Energie- und
Impulssatz sie einschranken; im ubrigen wird aber fur das Einschlagen einer bestimmten
Bahn nur eine Wahrscheinlichkeit durch die Werteverteilung der Funktion y (=
mathematische Funktion, die das "Fuhrungsfeld" beschreibt, J.P.) bestimmit. (...)

Die im Text von Born favorisierte Interpretation hat mit dem Prozefl der
Lokalisation zu tun. Wenn man den Ort des Elektrons messen mochte (man
sagt das man das Elektron dann lokalisiert), gibt p2+AV die
Wahrscheinlichkeit an, das Elektron im Volumen AV zu finden. Das
Elektron besitzt weiterhin teilchenartigen Charakter, ist aber je nach dem Wert
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von J2(r) mit unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit im Abstand r vom Kern

"anzutreffen" oder zu "lokalisieren".

- lpz*AV gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Elektron bei einer
Lokalisation im Volumen AV anzutreffen.

éiﬁji? i . (lp2 als Wahrscheinlichkeitsdichte)
‘ﬂ‘ - .

- Jeder Bildpunkt stellt eine Lokalisation des Elektrons dar.
Nach vielen Messungen erhilt man ein Bild, das die
Wahrscheinlichkeit, das Elektron an einem Ort anzutreffen,
verdeutlicht

- Man nennt ) dann ein "wellenartiges Moglichkeitsfeld"

Interpretation II (Elektronenwolke)
Friedrich Herrmann (Der Karlsruher Physikkurs, 1990)

Das Elektron ist ein ausgedehntes Gebilde. Seine Form wird durch seine
Zustandsfunktion beschrieben. Die Form ist demzufolge vom Zustand abhéngig. In einem
Zustand scharfen Ortes ist das Elektron sehr klein, in einem Zustand scharfen Impulses ist
es sehr grof3. Um ein solches Elektron zu beschreiben, braucht man einen Namen fur
etwas, das es im traditionellen Modell nicht gibt: einen Namen fur diesen Stoff, aus dem
das Elektron besteht. Wir haben diesen Stoff Elektronium genannt.

Die Einfuhrung dieses Namens erleichtert die Beschreibung des Atomaufbaus: Das Atom
besteht aus einem kleinen schweren Kern und einer gro3en, leichten Hulle. Die Hulle
besteht aus Elektronium. Das Elektronium hat im Zentrum eine hohe Dichte. Nach auflen
hin nimmt seine Dichte kontinuierlich ab. Es hat keinen scharfen Rand. Wenn man
versucht, etwas von dem Elektronium aus dem Atom herauszunehmen, so beobachtet
man, dal man immer bestimmte Portionen erhilt: eine bestimmte Menge Elektronium (als
Mengenmall nimmt man die Masse) oder ganzzahlige Vielfache dieser Menge. Wir nennen
diese Elementarmenge ein Elektron.

In Zustanden des Atoms, die die Quantenmechanik Eigenzustinde der Energie nennt, ist
die Verteilung, und damit die Form des Elektroniums zeitlich konstant: das Elektronium
bewegt sich nicht.

Wir glauben, daB} diese Art des Umgangs mit den Elektronen im Grunde gar nichts Neues
darstellt. Atomphysiker, Chemiker und Kristallographen arbeiten standig mit diesem
Modell. Statt von Elektronium sprechen sie allerdings von Orbitalen oder Elektronen-
dichteverteilungen. Man erkennt an ihrer Art zu sprechen, daf} hier eigentlich nur ein Wort
fehlt, das den Stoff bezeichnet, uber den gesprochen wird.

- e*wz*AV gibt die Teil-Ladung des Elektrons im Volumen AV

an (e*lpz als "Ladungsdichte")-

- Eine solche Vorstellung des Elektrons bezeichnet man als
Ladungswolke. Das Elektron ist ein diffuses Gebilde um den
Atomkern. Diese Vorstellung hat sich insbesondere in der
Chemie beim Aufbau von Molekiilen bewéhrt.

- Das nebenstehende Bild veranschaulicht als Beispiel die
Ladungswolke eines einzelnen Elektrons im
Wassersoffatom. Die Ladungswolke befindet sich um den

Atomkern.
Die von Herrmann formulierte Vorstellung kommt der Interpretation von
Schrodinger sehr nahe, der zusammen mit Heisenberg in den 20er Jahren die
Quantenphysik begrundete. Schrodinger interpretierte die Psi-Funktion als eine
Ladungswolke, die sich um den Atomkern befindet. Begriff wie
Ladungswolke, Elektronium oder verschmierte Ladung weisen alle auf
ein ahnliches Bild hin, das eine Dichteverteilung des Elektrons
veranschaulicht, die durch {2 gegeben ist. Das Elektron verliert in gebundnen
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Zustinden seinen teilchenartigen Charakter (damit verbunden 148t sich auch
keine Aussage uiber eine Bewegung mehr machen)

3.2 Zustande eines gebundenen Elektrons

Unser erstes Ziel ist es, die Grundgleichung gebundner Elektronen zu finden,
um aus ihr die Energie und Verteilungsfunktion 1y gebundener Zustinde zu
berechnen. Die Gleichung wird Schrodingergleichung genannt und liefert
als Ergebnisse Funktionen (diese werden Funktionen gebundener Zustinde
genannt; die Funktion beschreibt das gebundene Elektron). In der klassischen
Physik verbindet man die Beschreibung eines Teilchens mit einer Bahn, wie
z.B. der Kreisbahn eines Planeten um die Sonne. Kennt man die Bahn, so 1af3t
sich der Aufenthaltsort des Planeten zu jedem beliebigen Zeitpunkt
vorherbestimmen. In der Atomphysik erhilt man zur Beschreibung eines
Quantenobjekts einen Zustand (der durch eine Funktion und eine Energie
charakterisiert ist). Zwei Interpretationsmoglichkeiten dieser Zustinde haben
wir zuvor schon angesprochen. Allerdings machen die Begriffe "Bahn" und
"Bewegung" im Zusammenhang mit Zustinden keinen Sinn mehr. Sie werden
ersetzt durch die Vorstellung einer Verteilung des Elektrons um den Kern
gemall den Werten der y-Funktion ("Verteilungsfunktion"). Wo ¢ einen hohen
Werte hat, ist das Elektron "oft" anzutreffen bzw. die Dichte der
Elektronenwolke grof3. Es sind auf der folgenden Seite die ersten drei
Zustinde des Wasserstoffatoms in drei verschiedenen Darstellungen abgebildet.
Auf der linken Seite sind die y-Funktionen der ersten drei Zustande, in der
Mitte die Bilder zur Antreffwahrscheinlichkeit und auf der rechten Seite die
jeweiligen Zeichnungen der Ladungswolke des Elektrons. Je mehr Punkte in
einem Bereich eines Bildes zur Antreffwahrscheinlichkeit liegen, desto
wahrscheinlicher ist es das Elektron in diesem Gebiet zu lokalisieren; je
dunkler das Gebiet der Ladungswolke ist, desto grofer ist die Ladungsdichte in
diesem Bereich. Zu jedem Zustand gehort eine Energie, die die Starke angibt,
mit der die Elektronenwolke an den Kern gebunden ist. Der oben abgebildete
Is-Zustand besitzt die groBte Bindungsenergie und wird als Grundzustand
bezeichnet. Wasserstoffatome favorisieren diesen Zustand wegen seiner
niedrigsten Energie (eine hohe Bindungsenergie bedeutet in diesem
Zusammenhang, dal} sich das Atom in einem energetisch besonders giinstigen,
also energetisch niedrigen Zustand befindet). Um den 2s-Zustand zu erreichen,
mull dem Atom Energie zugefuhrt werden, um den 3s-Zustand zu erreichen,
mulf} die zugefuhrte Energie noch grofler sein. Zwischen dem 1s- und dem 2s-
Zustand des Wasserstoffatoms gibt es keinen anderen Zustand mehr, in dem
das Atom existieren kann. Ebenso ist es zwischen dem 2s- und dem 3s-Zustand.
Werden die y-Funktionen quadriert und zweidimensional abgebildet, dann
erhdlt man die Bilder der Ladungswolken auf der rechten Seite. Diese besitzen
keine Zeitabhangigkeit. Das Quadrat einer Psi-Funktion verdndert sich also
nicht mit der Zeit. Daher macht es auch keinen Sinn, von einer Bahn oder
einer Bewegung zu sprechen. Die Ladungswolke ist eher als ein im Raum
statisch stehendes Gebilde zu sehen. Fugt man dem Atom Energie zu, dann
verandert die Ladungswolke seine Form. Es konnen keine Aussagen uiber den
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Prozefl zwischen zwei Zustinden gemacht werden, sondern nur in welchem
Zustand das Atom vorher war und in welchem Zustand es sich danach befindet.

Die ersten drei Zustande des H-Atoms

y-Funktion Antreff- Dichteverteilung
(Verteilungsfunktion) wahrscheinlichkeit
09 §—
psi
0.3 .
) % .
03 0o 1.5e-09
. rinm .5e-
1s-Zustand 1s-Zustand Is-Zustand
09 j—
psi
0.3
N\
-0.3 .
0.0 rinm 1.5e-09 2s-Zustand 2s-Zustand
2s-Zustand
09 |
psi
0.3 L
0
-0.3 .
0.0 rinm 1.5e-09
3s-Zustand 3s-Zustand
3s-Zustand
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3.3 Analogie zu stehenden Wellen

Im vorherigen Kapitel haben wir unter anderem dreidimensionale stehende
Wellen in einer Glaskugel kennengelernt. Eine stehenden Welle, die sich bei
einer bestimmten Frequenz in der Glaskugel ausbildet, ist ebenso durch eine
Amplitudenfunktion gekennzeichnet, wie eine Ladungswolke durch eine -
Funktion charakterisiert ist. Nur bei ganz bestimmten Frequenzen bilden sich
in der Glaskugel stechende Wellen aus. Bei Ladungswolken ist die Bindungs-
energie mit der Frequenz der stehenden Wellen zu vergleichen. Auch die
Ladungswolke existiert nur bei ganz bestimmten Energien. Zur
Charakterisierung beider Funktionen, sowohl der Amplitudenfuktion einer
stechenden Welle als auch der y-Funktion eines Elektrons, sind Knotenflichen
sehr hilfreich. Die analogen Zustandseigenschaften zwischen Glaskugel und
Atom sind unten zusammengefalt.

Glaskugel Atom

Eigenwert Frequenz fj Eigenwert Energiec Wy
Zustand n

Form Form

Amplitudenfunktion yn(X, y, z) Verteilungsfunktion Yn(x, y, z)

Knotenflachen Knotenflachen

- Kugelknotenfldchen - Kugelknotenfldchen

- Ebenen (durch den Mittelpunkt) - Ebenen (durch den Mittelpunkt)

- Doppelkegel - Doppelkegel

In einem wichtigen Punkt, namlich der Interpretation der beiden Funktionen,
besteht keine vollstindige Analogie. Wahrend die Amplitudenfunktion
stehender Wellen ein Mal fur die Schwingung der Luft in der Glaskugel ist, ist
das Quadrat der -Funktion des Elektrons ein Maf} fur die Ladungsdichte
(Ladungswolke) oder die Antreffwahrscheinlichkeit bei einer Lokalisation
(wellenartiges Moglichkeitsfeld). Die Amplitudenfunktionen besitzen in den
zwel Sachverhalten einen sehr unterschiedlichen physikalischen Hintergrund,
aber eine sehr ahnliche mathematische Beschreibung durch Differential-
gleichungen.

3.4 Schrodingergleichung und Potential

Als erstes wollen wir die Grundgleichung zur Berechnung der 1-Funktion (die
sogenannte Schrodingergleichung (SGL)) aufstellen und plausibel machen.!
Wir gehen hierbei von sinusformigen Seilwellen aus. Die Wellengleichung
beim Seil war:

1
y'(x) = - 42 oy(x)

Aufgrund der oben dargestellten Analogie (Eigenwerte, Knoten, ...) gehen wir
davon aus, daB wir zur Berechnung der 1-Funktionen eine #hnliche

I Eher eine stark vereinfachte Plausibilitat als eine strenge Herleitung
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Differentialgleichung erhalten, wie bei den stehenden Seilwellen. Die
Seilwellen sind allerdings eindimensional, wahrend die Ladungswolke
dreidimensional um den Atomkern angeordnet ist. Beschrinkt man seine
Berechnungen der y-Funktion auf radialsymmetrische Zustinden (diese sind
kugelsymmetrisch um den Kern angeordnet), die nur noch vom Radius r
abhiangen, erhdlt man wie bei den stehenden Seilwellen eine
Differentialgleichung, die nur noch r als Differential beinhaltet. Die Losungen
dieser Gleichung sind die radialen Amplitudenfunktionen, die mit u(r)
bezeichnet werden. Die y-Funktion erhalt man, wenn man u(r) durch r teilt.

P (r)=u(r)/r

Wir werden eine Gleichung aus der Differentialgleichung stehender Wellen
aufstellen, mit der sich u(r) berechnen 1at. Die y-Funktion erhdlt man dann
aus der oben angegebenen Gleichung.

Wir ersetzen deshalb das y durch u und dndern das x in ein r, also y(x) in ein
u(r). Die Funktion sieht dann folgendermal3en aus.

(1) u'"(r) = - 4n2%-u(r)

Da wir bis jetzt von dem Seil ausgegangen sind, somit immer mit Teilchen
gearbeitet haben, muissen wir uns uiberlegen wie wir vom Teilchen zum Quant
kommen. Dafur gibt es sogenannte Ubersetzungsgleichungen. Sie verbinden
Eigenschaften des Korpuskels, wie z.B. W und p, mit Eigenschaften der Welle,
wie z.B. A und f. Wir kennen sie schon aus dem einfuhrenden Kapitel zur
Quantenphysik. Z.B. weillt das Feld Welleneigenschaften auf, wie Beugung und
Interferenz. Somit besteht ein Zusammenhang zur DE BROGLIE Wellenlange.
Fur das Elektron als Quant gilt aber auch die EINSTEINsche Gleichung.

TeilchengroBen: W = h-f WellengroBen:
W.p p = h/A f,A
- : . : 1 p? .
Wir kdnnen jetzt in unsere Gleichung (1) 2= 1%l einsetzen.
Wir erhalten dann:
2
) u'(r) = - 4n2-Z—2-u(r)

Bei einer Seilwelle werden die Zustande durch die Frequenz beschrieben. Da
fur ein Quant die EINSTEINsche Gleichung W = h * f gilt und sich im Atom
Energie befindet, konnen wir davon ausgehen, da3 der Zustand im Atom durch
die Energie beschrieben wird.
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Wkin = 1/2 m * v2
mit: Vv = p/m
ergibt: Wkin = p2/ (2m)

Diese Energie ist allerdings nicht die gesammte Energie des Atoms. Wir
mussen beachten das wir nicht mehr von freien Elektronen ausgehen diurfen,
sondern dal} das Elektron an den Atomkern gebunden ist. Das Elektron wird
durch eine Kraft um den Kern gehalten. Diese Kraft wirkt uiberall zu jeder
Zeit. Fur diese Kraft ist die COULOMB-Anziehung verantwortlich. Wir
sprechen von einem Potential V(r), das auf das Elektron wirkt. Das Potential
entspricht der Arbeit, die notig ist, um eine Ladung -e aus dem "Unendlichen"
auf den Radius r an die Ladung +e heranzufuhren. Daraus ergibt sich:

V() = Wpot

V(r) beschreibt das "Potential" des elektrischen Feldes.
Mit V(r) bezeichnet man in der Quantenphysik ein ortsabhéngiges
(Energie)-Potential. Es beschreibt, wie die Anzeihungskraft des Kerns
auf das gemdB y(r) um den Kern verteilte Elektron wirkt. das das Elektron
beeinfluBt. Wpot ist demgegenuber die potentielle Energie eines

klassischen Teilchens an der Stelle r.

Wy ()= [F-ds

Bezugspunkt
Coulombkraft:
1 e?
= . o . 2-0O1%*
F 4z, 2 (eo: elektr. Feldkonstante, e4=Q1*Q2)
1 , "1 1 , 1
W (r)=+ et [—dr = - e’ [—dr 2
pm( ) 47e, ~£r2 4me, ‘{rz )

Wegen des 1/r- Verlaufs von V ist es hier sinnvoll, den "Bezugspunkt" ins
Unend-liche bzgl. des Atomkerns zu verlegen.

Wpot(,,)= 1 P l — 1 .ez(l_l
dme ri,  4me © r
Da l:O ist, ergibt sich schlieBlich fur das Coulombpotential eines Elektrons
o0
im H-Atom:

2) weil o >r ist, das heilit umgekehrter Integrationsweg
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2

V) 1 e
r) = - L—
47580 r

Wir konnen anhand der Formel sehen, da3 wir in Kernnahe (kleines r) ein
sehr tiefes Potential haben, weiter drauBlen (groBes r) strebt das Potential
gegen Null. Dies wird am Diagramm deutlich:

U(r)f.

Wir konnen jetzt fur die Gesammtenergie W eines gebundenen Elektronen-
zustandes schreiben:

W = p2/(2m) + V(r)

Dies setzen wir, nach p2 umgestellt, in unsere Gleichung (2) ein und erhalten:

u"(r) =- 8752-% ‘(W - V(r))-u(r)

Diese Differentialgleichung ist die Schrodinger-Gleichung (SGL) fur ein
gebundenes Elektron in einem kugelsymmetrischen Potential V(r). Sie ist die
wichtigste Grundgleichung der ganzen Atomphysik.

Ist W hierbei der Eigenwert Wp eines bestimmten Eigenzustandes n, so

beschreibt die Schrodingergleichung die Funktion up dieses Zustandes n. Fur
diesen Fall erhalten wir also speziell die Gleichung:

u"n(r) = - 8n2-hﬂ2-(wn - V(©)-un(r)

u"n(r), up(r) und Wy sind fur verschiedene Zustiande verschieden, V(r) ist

unabhéangig vom speziellen Zustand.
Fur ein anschauliches Verstandnis dieser Gleichung interpretieren wir wieder
(wie bei stehenden Wellen) u" als Kruimmung. Dann besagt die SGL folgendes:
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- bei groBerem Energieeigenwert (hoheren Zustinden) ist die Krummung
groBer; wir erhalten mehr Knoten und kleinere Knotenabstdnde

- Bei groBBerem Potential (groere Entfernung vom Kern) ist die Krummung
kleiner und damit sind die Knotenabstiande grof3er.

- Bei u=0 ist die Krimmung 0 (also in Nahe der Knoten)

- In den Maxima von u erhalten wir die groBte Krimmung (weil dort u am
grofBiten ist)

Speziell fur das H-Atom ergibt sich:
2

c
) un(@)

m
un"(r) = - 8275 «(Wp +
h d7e,
Wie wir wissen, ist das Potential bei kleinem r klein und bei groem r grof.
Daraus konnen wir schlieen, dal je groBer das Potential wird, desto kleiner
wird die Krimmung. Das heillt also, da die Krimmung in der Nahe des
Kerns am grofiten ist. Das dazugehorige u,(r) - Diagramm (y,(r)=u2(1)/r)

sieht folgendermallen aus:

Y,

Bei dem Potential konnen wir wieder Parallelen zu unserem Seil ziehen. Da
das Potential von r abhéangig ist, konnen wir es mit der Abhdngigkeit der
Masse des inhomogenen Seiles von x vergleichen. e2 entspricht dabei Fs. Beide,
das Potential V(r) und die Massendichte ms(x) beeinflussen entscheidend die
Krummung der jeweiligen Amplitudenfunktionen u(r) (radiale) bzw. y(x) und
damit die Form dieser Kurven!
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Nun stellte sich uns die Frage, was uns die Schrodinger Gleichung (SGL) sagt:

- Sie beschreibt die Krummung der u-Funktion: Je groBler die Gesamtenergie
W oder je tiefer das Potential V(r) oder je groBer der Funktionswert von
u(r), desto grofer die Krimmung.

- Sie erlaubt die Berechnung von y(r) auf verschiedenen Wegen, z.B. durch
schrittweises Bestimmung des Kurvenverlaufs von u(r) aus der Steigungs-
anderung (= Kriimmung), insbesondere mit Hilfe des Computers (STELLA-
Modell), oder durch Losen der Differentialgleichung mit einem Ansatz fur
die Funktion u(r).

- Sie erlaubt damit auch die Bestimmung von Knotenpunkten (Nullstellen) und
Bauchen (Maxima) der y- Funktion, insbesondere mit Hilfe des Computers.

- Bei Angabe von Randbedingungen (z.B.: die - Funktion soll fur grofe r-
Werte gegen null gehen) erlaubt die SGL auch die Bestimmung von
Eigenwerten Wy der Gesamtenergie, welche zu einer y-Funktion fuhren, die

eben diese physikalisch begriindete Randbedingung erfullt.

Aus diesen Aussagen resultiert, daB wir mit der Schrodingergleichung die
Zustande und die Eigenwerte berechnen konnen. Dazu fuhren wir einige
Versuche durch.

3.5 Das H-Atom

Zustande des Atoms (= Zustande des Elektrons im Atom)

Zustand n beschrieben durch
- Eigenwert: bestimmte Gesamt-Energie Wn

und
- Form: Die genaueste Beschreibung der Form ist die Amplitudenfunktion

Pp. Oft reicht schon die Angabe der Anzahl der Knotenflachen
(Nullstellen von ), oder die Angabe der Lage und Abstinde der

Knotenflachen oder eine grobe zeichnerische Darstellung der Form
der Amplitudenfunktion yy.

Vorstellung vom H-Atom
Es stellte sich das Problem, wie wir uns das Wasserstoffatom naher vorstellen

konnen und was wir machen konnten, um mehr uber das Atom zu erfahren.
Wir muissen unsere bisherige Vorstellung der Atomhiille dndern, wenn wir uns
das Elektron als Quant vorstellen. Die Hiulle ist dann als eine Verteilung des
Elektrons zu sehen. Das Elektron hat keine bestimmte Bahn, sondern einen
Aufenthaltsraum ("Orbital"), in dem es sich befindet und der raumlich
ausgedehnt (dreidimensional) ist. In der Mitte des H-Atoms befindet sich ein
Proton (Kern), darumherum die Hulle aus einem Elektron. Die Verteilung
dieses Elektrons in der Hiille wird durch die -Funktion angegeben.
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Interpretation I:

- 1p2*AV gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Elektron bei
einer Lokalisation im Volumen AV anzutreffen.

- L :‘.:?':,:_ "'7 s '
- (2 als Wahrscheinlichkeitsdichte) L ',"e_?(;ﬁg Ahii.
Vergleiche das nebenstehende Bild als Darstellung NN h
vieler nacheinander durchgefuhrter Lokalisationen an ‘ RO LA I

verschiedenen H-Atomen, die sich alle im R
Grundzustand befanden. ’

Die Lokalisation bedeutet die Zerstorung eines Zustandes. Fur das ungestorte
Atom ist es daher vorteilhafter, sich die Hiille als kontinuierlich und breiartig
vorzustellen. Dazu kann die "Ladungsdichte" herangezogen werden:
Interpretation II:

- esp2+AV gibt die Teil-Ladung des Elektrons im
Volumen AV an

(e*tp2 als "Ladungsdichte")

- Eine solche Vorstellung des Elektrons bezeichnet man
als Ladungswolke. Diese Vorstellung hat sich
insbesondere in der Chemie beim Aufbau von
Molekillen bewahrt.

Zusatzbemerkung:

Es entsteht an dieser Stelle die Frage, ob das Elektron in der Atombhulle
Schwingungen vollfuhrt. Dies kann mit Bestimmtheit ausgeschlossen werden,
da der Zeitanteil der W-Funktion solcher Atomzustinde immer komplex ist,
sodal bei der Berechnung von W*W dieser Zeitanteil herausfallt: Es gibt keine
zeitliche Schwingung oder Schwankung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in
solchen Atomzustanden. 3

Es gibt kugelformige und nicht-kugelformige 1-Funktionen. Wir werden uns
fast ausschlieBlich mit den kugelformigen 1-Funktionen beschiftigen. In ihnen
ist auch die Form der Knotenflachen eine Kugel ("Kugelknotenflache"). Man
nennt eine y- Funktion dann "kugelsymmetrisch", wenn 1 fur einen Abstand r
vom Mittelpunkt in jede Richtung denselben Wert besitzt. Immer wenn die -
Funktion nur von r abhéngig ist, konnen wir sagen, dal wir kugelsymetrische
Zustande eines Atoms vor uns haben.

3 Das 1p-Feld der stabilen gebundenen Zustande des Elektrons ist die Amplitudenfunktion einer
zeitabhangigen Zustandsfunktion W(r,t). Die Zeitabhidngigkeit ist jedoch komplex (e-iwt). Die

2
Frage, ob das y-Feld schwingt, ist daher schwierig. Bei der Berechnung von ‘W(r,t)‘

2 2
ergibt sich: e-imt.e+imt = 1, d.h. |1P(r,t)| =‘1p(1‘)‘ . Die Frage spielt also fur die

Interpretation von y als Moglichkeitsfeld fur den Ausgang von Messungen keine Rolle. Das
ERgebnis bedeutet, dal} ein solcher Zustand keine Bewegung hat und deshalb keine Strahlung
(Licht) aussendet.
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Die Knotenflachen sind als Nullstellen der y-Funktion eindeutig bestimmt. Auf
diesen Flachen ist die Lokalisationswahrscheinlichkeit und die Ladungsdichte
null. Die Angabe der Knotenflaichen kennzeichnet einen Zustand eindeutig.
Eine raumliche Vorstellung von solchen Knotenflachen ist die beste Hilfe fur
eine raumliche Vorstellung vom Atom selbst. Man nennt diese durch eine -
Funktion beschriebene Form des Elektrons und der Hillle auch ein Orbital.

GroBe und Rand des H-Atoms

Einige dieser Fragen konnen wir schon beantworten. Wir wissen z.B., dal} es
keinen festen Rand in der Atomhiille gibt. Dies ergibt sich aus der Tatsache,
daBB sich die -Funktion von atomaren Zustanden der r-Achse zwar
asymptotisch nahert, aber nie null wird. Praktisch gesehen wird die
Ladungsdichte aber nach auBlen so gering, dal wir doch von der Begrenztheit
des Atoms ausgehen mussen. Man kann z.B. Radien angeben, innerhalb derer
sich 95% oder 99% der Ladungswolke befinden. Wir konnen also von einem
Rand ausgehen, der sich dort befindet wo die ¢ - Funktion "praktisch" null ist.

Eine andere Uberlegung zum Rand des Atoms geht von der Schrodinger-
gleichung aus:

up”’(r) = - Cx [W, -V()] * un(r)

Die Werte von W7 und V(r) sowie die Funktion u2(r) sind in der folgenden
Abbildung dargestellt.

Aus dieser Abbildung erkennt man folgendes:

- Furr =Ry ist [W»-V(r)] = 0; das bedeutet einen Wendepunkt und
Krummung null, also geradlinigen Verlauf.

- Fur r < Rp st [Wp-V(r)] > 0, also positiv; das bedeutet
Krimmung der u-Kurve zur r-Achse hin.

- Fur r > Rp ist [Wr-V(r)] < 0, also negativ; das bedeutet
Krummung der u-Kurve von der r-Achse weg
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Der Wert r=R markiert also eine Anderung im Verhalten der u-Kurve, das
Ende der Entstehung von Béduchen und Knoten. AuBlerhalb dieses Bereichs muf}
sich die u-Kurve bei einem Eigenwert der r-Achse anschmiegen, fur r>Rp
beginnt der Randbereich der Elektronenhiille und damit des Atoms. Rp ist
damit auch ein geeignetes MaB fur die Grofle des Atoms im Zustand n=2. Eine
mogliche Definition des Radius wiare also der Punkt, ab dem die u-Funktion
keine Wendepunkte mehr besitzt und gegen Null strebt.

Entsprechende Rand-Werte Ry gibt es fur alle anderen Zustdnde n.

3.6 Erstes STELILA-Modell der Schrodingergleichung

Ziel ist es die mit STELLA modellierte Differentialgleichung stehender Wellen
durch Austauschen der physikalischen Groflen so zu verandern, dafl wir die
Schrodingergleichung erhalten. Da beides Wellengleichungen #ahnlicher
Struktur sind, konnen wir die bisherigen mathematischen Erkenntnisse, die wir
uber die Differentialgleichung stehender Wellen erhalten haben, auf die
Schrodingergleichung uibertragen. Die bisherige Differentialgleichung lautet:

yn"(X) = - 42 fn2 * m'(x) * yYn(x)
Sie soll umgeformt werden in:

un"(r) = - 82 m/h2) * [Wy =~ V(D) * un(r)
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Analogien zwischen stehenden Wellen und Atomen in bezug auf den
gemeinsamen Begriff Zustand sind:

Seil Atom

Frequenz fj Energie Wy

Amplitude yn(x) Zustand n Amplitude up(r)

Knotenpunkte Knotenfliachen

Randbedingung: Knoten/Bauch Randbedingung:u => 0
Inhomogenes Seil Veranderliches Potential

m' = f(x) (veranderl. Massendichte) V=V(r) ("Potentialtopf")

Yo (X) ~ = fn2# m'() * yn(x) (1) ~ = [Wn = V()] * un(1)

Im STELLA-Modell mussen also folgende Grofen ausgetauscht werden:

X durchr
yn(x) durchup(r)
yn'"(X) durchup"(r)
fn durch Wp,
m'(x) durch V(r)

Man erhalt fur die Krimmung u" der gesuchten Amplitudenfunktion u die
folgende Gleichung als erste Form der stationaren Schrodingergleichung

(SGL):

(2:1)

u'(ry=-2m- (W, =V(r)) u(r)=—-c_SGL-(W,, = V(r)) u(r)

In der Atomphysik werden aus praktischen Grunden Energien in
Elektronenvolt angegeben, weil die vorkommenden Energien viel kleiner sind
als 1 Joule; sie liegen in der GroBenordnung von 1 eV ("ein Elektronenvolt").
Die Umrechnung dieser beiden Energieeinheiten ergibt sich aus der folgenden
Gleichung:

1Cb 1Cb 1

1J=1Cb-V=—""-¢-V = eV = eV =6.242-10"eV
e 1.602-107°Cb 1.602-10

Umgekehrt ergibt sich
leV=1e*1V=1.602+10-19 CV=1.602:10-19 Joule.
Wenn man also die Anzahl an Joule (J) durch die Maf3zahl von e (in Cb)
dividiert, erhialt man die Energie in eV.
Damit ergibt sich fur die Konstante in der Schrodingergleichung:

¢_SGL = 2m- @ _4pin2s2m/hA2{ 1/TmA2}=e*4*pir2*2*m/hA2 {1/eVmA2},
wobei wir hier mit e multiplizieren, weil die Energie im Nenner steht. Wir

lassen diese Konstante in STELLA mit dieser Gleichung vom Computer
berechnen.
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Langen werden wir manchmal in Nanometer (ein Nanometer=1 nm=10-9 m)
angeben, in der Schrodingergleichung und den auf ihr beruhenden STELLA-
Modellen werden wir jedoch Meter benutzen, um die Orginalkonstanten fur e,
h, ¢, und m benutzen zu konnen und weitere Einheitenumrechnungen zu
vermeiden.
Fur die Berechnung des Potentials V(r) lassen wir ebenfalls vom Computer
eine Konstante ¢c_Cb berechnen. Es gilt
S| —c_Cb
V() =- —{I}=
4 r

T

(&

{eV}
€
mit

e 2

c_Cb = = e2/(4*pi*epsilon) {J*m}= e/(4*pi*epsilon) {eV*m}

4re,

Hier wird bei der Umrechnung von Joule in eV durch die Mal3zahl von e (in
Coulomb) dividiert, wie es oben erklart wurde.
Wn und V(r) werden in eV angegeben, r in Meter, uy'(r) besitzt die Benen-

nung (1/m2) und up(r) ist benennungslos.

1-dim (radiale) und 3-dim (rdumliche) Verteilungsfunktion - uy(r) und yu(r)

Stehende Seilwellen sind auf eine Dimension, namlich x, beschrankt. yy(x) gibt

die Amplitude, also den maximalen Ausschlag des Seils, im Punkt x an. Ein
Atom hingegen ist ein dreidimensionales Gebilde. Nicht die Funktion up(r) (die

sogenannte radiale Verteilungsfunktion), sondern ynp(r) = up(r)/r und

besonders Yn(r)2 sind in der Atomphysik interpretierbare GroBen.

Aus diesem Grund sollten zwei weitere GroBen im STELLA-Modell definiert
werden, die durch die Gleichungen psi=up(r)/r und psi_quad=psi*psi gegeben
sind. Das vollstandige Modell sieht so aus:

ModellO
< us Stei u
rumm €lg
& @L—fﬁ
r cC
¢ SGL
r psi
u Wn V
psi qu
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Die dazugehorenden Modellgleichungen lauten:

u(t) = u(t - dt) + (Steig) * dt r = time {m}
INITu= 0
INFLOWS:
Steig = us
us(t) = us(t - dt) + (Krumm) * dt V = -c_Cb/r
INITus= 1 c_Cb =e/(4*pi*epsilon) {eVm}
INFLOWS: c_SGL=e*4*pir2*2*m/hA2 {1/eVmA2}

Krimm = -c_SGL*(Wn-V)*u Wn =-13.605 {eV}

e = 1.602e-19 {C}
epsilon = 8.854e-12 {C/Vm} psi = u/r

h = 6.626e-34 {Js} psi_qu = psif2
m = 9.109e-31 {kg}

Eigenwertsuche mit dem STELILLA-Modell
Die Schrodingergleichung des Wasserstoffatoms besitzt nur fur bestimmte

Eigenenergien Wy, (n=1,2,3,...) eine Losung, die die Bedingung erfullt, daf} die
dazugehorende y-Funktion mit zunehmenden r gegen Null lauft. Um diese
Losungen zu finden, muissen wir verschiedene Werte fur Wy, einsetzen und die
dazu gebildeten -Funktionen beobachten. Die gesuchten Losungen laufen mit
groflen r asymptotisch gegen die r-Achse. Der Grundzustand ist durch keinen
Knoten zwischen Null und Unendlich gekennzeichnet, der erste angeregte
Zustand durch einen Knoten, usw. Zwischen diesen Zustinden gibt es keine
weiteren Losungen.
Empfehlenswerte Einstellungen zum Auffinden der ersten drei Zustdnde sind:
At 11071 {m} = le-11 {m}
von 1-1078 {m} = 1le-13 {m}
bis  0.5-107° {m} = 0.5¢-9 {m} (1s);
0.9:10™ {m} = 0.9¢-9 {m} (2s);
1.5-10™ {m} = 1.5e-9 {m} (3s)
STELLA benutzt als laufende Variable t (time), die durch die Gleichung
r=time {m} vom Zahlenwert aber genau r (in m) entspricht. Der Startwert
von r muR auf 1-107!! {m} = le-11 {m} gesetzt werden, da sonst anfangs eine
Division durch Null einen Fehler erzeugt.
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Ergebnisse der ersten drei Zustande des H-Atoms

(Rechnung mit STELLA-Modell)

Energieniveaus Verteilungsfunktion Dichteverteilung
Whn Pn Pn2 (2-dimensional)
OeV 09 j—
psi
0.3 ~
3 -1.5eV o
-0.3 .
0.0 rinm 1.5e-09
3s-Zustand
-3.4eV 0.9 3s-Zustand
28 ’ psi
0.3
i o
-0.3 .
0.0 rinm 1.5e-09
2s-Zustand 2s-Zustand
09 1
psi
0.3
0 .
0.3 | Is-Zustand
-13.6 eV 0.0 rinm 1.5e-09
Is 1s-Zustand

Ergebnisse fur die Zustinde 4s bis 6s des H-Atoms
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(Rechnung mit STELLA-Modell)

Energieniveaus Verteilungsfunktion Dichteverteilung
Whn Yn Pn2 (2-dimensional)
OeV 0.9 :
psi
0.3 ~
0 .
0.3 ]
0.0 rinm 4e-09
6s-Zustand
038 eV 6s-Zustand
6s 09 1
psi
- 055 eV 0.3 -
5s
0 ﬁ N\ —~+ o]
-0.3 4 .
0.0 rinm 4e-09 5
s-Zustand 5s-Zustand
-0.85eV 0.9 .
4s pst
0.3
0 . ©
0.3 o - J
. rinm 4e-09
4s.Zustand 4s-Zustand
3 -1.5eV
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Psi2-Funktionen (Wahrscheinlichkeitsdichte)

der ersten sechs Zustande
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3.7 Diskrete Zustande und Stabilitat des Wasserstoffatoms

Bis jetzt sind verschiedene Modelle

0.20 ; zur Beschreibung des Wasserstoff-
0. 151 A dzustan:d 15’ atoms und ihre Interpretationen
0. 10- vorgestellt worden. Das Bohrsche
0.05 Atommodell gab mit seinen Postulaten
000 e |die Bedingungen fur eine Theor@e
0. 0.4 0.8 1.2 gebundener Elektronen vor. Die
-0.05 : : ) : L
o ; ; Grundgleichung dieser Theorie ist die
' Schrodingergleichung, die Energie-
Bl niveaus und Verteilungsfunktionen zu
W,=-13.6eV den Zustanden liefert.
Die Frage, warum die Beschreibung
& osi von Atomen nach Schrodinger
s T vollstandiger als die  Bohrsche
0.15 s e Beschreibung ist, kann zum Teil mit
0.10 lest:';r aélféere ter der Frage nach dem Ursprung
0.05 ustanc:~s diskreter Zustande und der Stabilitat
000 e |der Atome beantwortet werden. Im
00941 04,7 08 § 1.2 Bohrschen Atommodell gibt es keine
' ! : einfache Begrundung, warum die im
Atom gebundenen Elektronen diskrete
Bindungsenergien zeigen und nicht

mit beliebigen Energien gebunden
sein konnen.

Aus experimentellen Beobachtungen
=i konnte dies nur als eine Bedingung

T I fur gebundene Elektronen postuliert
0.15 : e werden.

0. 10 Die Gleichung von Schrodinger bein-
0.054-4 haltet diese Bedingung bereits. Bei
0 l der  Eigenwertsuche mit dem

STELLA-Modell zeigte sich dies
dadurch, dal es zwischen zwei
nebeneinanderliegenden  Zustinden

(wie den links gezeigten 1s und 2s)
y-Funktion zwischen 1s und 2s, die |keinen weiteren gibt, der die

keine Losung eines gebundenen Bedingung  einer  gegen  Null
Zustands darstellt strebenden Verteilungsfunktion er-
fullt.

Alle Funktionen, die zwischen 1s und 2s liegen, laufen mit zunehmendem Ab-
stand r gegen Unendlich. Diese konnen aber keine Losung der Schrodinger-
gleichung darstellen, da das Elektron nach Interpretation der Verteilungs-
funktion am wahrscheinlichsten sehr weit vom Kern entfernt ware. Wie bei
den stehenden Seilwellen sind durch Nebenbedingungen nur ganz bestimmte
Losungen moglich. Bei den Seilwellen waren dies die zwei Knoten an den
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Winden, an denen das Seil eingespannt ist; beim Atom ist es die nach Null
strebende Verteilungsfunktion fur grofle r. Die Seilwelle kann keinen, einen
oder mehrere Knoten zwischen den beiden begrenzenden Wianden besitzen, die
Verteilungsfunktion eines Atoms besitzt ebenso keinen Knoten (Grundzustand),
einen Knoten (erster angeregter Zustand) oder mehrere Knoten (hohere
Zustande) zwischen Null und Unendlich. Zwischen zwei Zustianden mit -
Funktionen, die sich in ihrer Knotenanzahl nur um einen Knoten
unterscheiden, gibt es keine weiteren gebundenen Zustiande. Auf der Suche
nach den "richtigen" Energiewerten stellen wir also die Bedingung an die -
Funktion, fur groe r gegen Null zu laufen.

& osi Diese Betrachtung erklart auch das
0. 20711 I Vorhandensein ~ eines  niedrigsten
0.15 \\ “; e Zustands, dem Grundzustand. Alle -
0. 104 | Funktionen mit einer Energie
0. 054 \-/ / unterhalb -13.6 eV streben, bevor sie
000 o noch die r-Achse erreichen, von ihr
0.09:° : 0.4 0.8 1.2 weg gegen Unendlich (siehe links)
-0.05 e : . . : . :
.10 P ' : und sind daher keine Losung eines
' gebundenen Elektrons. Es gibt immer
1S einen Zustand niedrigster Energie.

p-Funktion mit einem Energiewert Dieser ist durch keinen Knoten
unterhalb -13.6 eV, die keine Losung zwischen r=0 und Unendlich gekenn-
eines gebundenen Zustands darstellt zeichnet. Wie bei den stehenden Seil-
wellen ist dies der Grundzustand.

Aus der Sicht der Ladungswolke kann man sich diesen Sachverhalt anschaulich
machen. Die Ladungswolke existiert nur in bestimmten raumlichen
Verteilungen, die durch die y-Funktionen vorgegeben sind. Dazwischen kann
sie keine stabile Form annehmen. Der Grundzustand stellt die Ladungswolke
niedrigster Energie dar und damit den Zustand, den ein Atom favorisieren
wird. Ein Atom in einem hoheren Zustand wird durch sein Bestreben einer
moglichst niedrigen Bindungsenergie in den Grundzustand "fallen" und dabei
die "uberschussige" Energie abstrahlen. Da unterhalb des Grundzustands kein
Zustand mit einer niederigeren Energie existiert, wird es in diesem Zustand
verweilen.

Diese Uberlegung zeigt, daBl sich die Stabilitit der Atome durch ihre
Bindungsenergie erklaren laBt. Die anziehende Wirkung des Potentials auf die
Ladungswolke liee vermuten, dal} sich diese immer weiter zusammenziehen
wiirde, um ein moglichst niedriges Energieniveau zu erreichen. Es gibt aber
scheinbar eine Begrenzung, die diesem Bestreben entgegenwirkt. In der
Schrodingergleichung ist dies der Term, der die zweite Ableitung der
Verteilungsfunktion enthélt. Man nennt ihn auch Lokalisationsenergie. Je
schneller die Verteilungsfunktion gegen Null strebt, desto kleiner ist der Raum
innerhalb dessen sich das Elektron mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
lokalisieren 146t und desto schneller strebt die Lokalisierungsenergie gegen
grolle Werte. Es gibt also in der Tat ein Bestreben der Ladungswolke nicht auf
einen moglichst kleinen Raum zusammengedriickt zu werden. Der Grund fur
dieses Verhalten findet sich in der sogenannten Heisenbergschen
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Unscharferelation. Sie beschreibt eine der fundamentalen Eigenschaften
eines Quantenobjekts (wie dem Elektron). Seine Verteilungsfunktion kann nach
der Heisenbergschen Unschiérferelation in einem Zustand bestimmter Energie
nicht auf beliebig engem Raum zusammengezogen sein.

3.8 Experimente zum Wasserstoffatom

3.8.1 Das Wasserstoff-Spektrum: Balmerrohre

Wie wird ein Wasserstoffspektrum erzeugt

In der Balmer-Lampe wird auf elektro-chemischem Weg ein Gas aus
Wasserstoffatomen erzeugt (bei Raumtemperatur liegt Wasserstoff in Form
von Hp-Molekiilen vor). Die H-Atome werden durch Stofle mit Elektronen, die
aus einer Kathode heraus beschleunigt werden, angeregt. Fallen die H-Atome
in energetisch gunstigere Zustinde zuriick, entsteht elektromagnetische
Strahlung, die Anteile im sichtbaren Bereich enthalt (Lichtaussendung).

Balmer-Lampe

Kapillare mit Beugungsgitter Auge
atomarem .
Wasserstoff N
: s
s
s

Das sichtbare Spektrum
Mit Hilfe eines Spektrometers oder Beugungsgitters lassen sich die

Komponenten dieses Emissions-Spektrums (Emission = Aussendung), also die
einzelnen Spektrallinien, nach ihrer Wellenliange trennen. Im Gegensatz zum
Sonnenlicht  ("kontinuierliches  Spektrum") findet man  hier ein
"Linienspektrum", welches zeigt, dal nur Licht von ganz bestimmten
Wellenlangen bzw. Frequenzen ausgestrahlt wird! Im sichtbaren Bereich findet
man 4 Linien (3 starke (rot, turkis und blau) und eine mit geringer Intensitat
(violett), die sich nur unter idealen Bedingungen beobachten 1a8t).

rot turkis blau violett
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Farbe Wellenlange A Frequenz f Photonen-
energie h*f

rot 656 nm 457 GHz 1,89 eV
turkis 486 nm 617 GHz 2,55 eV
blau 434 nm 691 GHz 2,86 eV
violett 410 nm 731 GHz 3,02 eV

Erklarung des Linienspektrums
Wie schon mit den STELLA-Modellen und der Schrodingergleichung

berechnet, kann sich das im Wasserstoffatom gebundene Elektron nur in ganz
bestimmten Zustinden befinden. In jedem Zustand hat das Wasserstoffatom
eine bestimmte Energie. Die Energieniveaus des Wasserstoffs (Eigenwerte der
stabilen Zustinde) Wy haben folgende Werte:

Wi1=-13,6eV Wp=-34¢eV W3 =-1,5eV

W4=-085eV W5=-0,55¢eV Wg=-0,38¢eV
Daruiber gibt es weitere, relativ dicht zusammenliegende Niveaus.
Durch die Elektronenstofle wird das H-Atom "angeregt", seine Gesamtenergie
wird erhoht, es geht vom Grundzustand mit der kleinen Energie W in einen

Zustand mit groBerer Gesamtenergie Wp uber. Dieser Vorgang wird in der

Abbildung mit Anregung bezeichnet und ist mit nach oben zeigenden Pfeilen
angedeutet. Beim Ubergang von einem "angeregten" Zustand mit hoherer
Energie Wy zu einem Zustand mit niedrigerer Energie W - das muf} nicht

der Grundzustand sein - wird ein Photon der Energie h * fy,, = Wy - Wy =
Wnm ausgestrahlt. Die Frequenz bzw. die Wellenlinge des abgestralten Lichts
ist also abhidngig von der Energiedifferenz Wy, der beiden Zustande.

Emission

-0,38 eV — 05
20.55 eV I+ v 55
085eV =& l 4s
\A 4
-1,5eV — 3s
IR-Linien
34eV —x A A8 2s
sichtbare Linien
(Balmerserie)
-13,6 eV yyyy Grundzustand 1s

Anregung UV-Linien
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fom ist also die Frequenz des Lichts, das man beim Ubergang -eines

Wasserstoffatoms vom Zustand n in den Zustand m beobachtet. Diese
Ubergange sind in der Abbildung mit Emission bezeichnet und mit nach unten
zeigenden Pfeilen angedeutet. Liegt die Wellenlange des ausgesendeten Lichts
zwischen 400 nm und 800 nm (das entspricht einer Energiedifferen zwischen
zwel Zustanden von 3,1 eV bis 1,5 eV), so liegt es im sichtbaren Bereich; es
1aBt sich mit dem Auge beobachten. Ubergédnge von hoheren Zustinden auf den
2s Zustand erfullen diese Bedingung. Sie sind im Diagramm als sichtbare
Linien gekennzeichnet.

So wird z.B. die rote Linie im H-Spektrum beim Ubergang von 3s nach 2s
erzeugt. Die Energiedifferenz ist W32=1,89 eV, was einer Wellenlange von

A=656nm entspricht.

Das nicht sichtbare Spektrum
Die groBere Zahl der Ubergiang erzeugt Licht (elektromagnetische Strahlung)

im nicht sichtbaren Bereich. Die in der Abbildung mit UV-Linien
gekennzeichneten Ubergédnge sind energiereicher als die sichtbaren Ubergénge.
Sie lassen sich nur mit Detektoren oder einer in diesem Bereich
photoempfindlichen Schicht messen. Weitere Ubergédnge auf den 3s und den 4s
Zustand sind als IR-Linien (Infrarot) bezeichnet. Auch sie konnen nur mit
entsprechenden MeBinstrumenten registriert werden.

Der einfachste Aufbau eines Spektrometers ist unten abgebildet. Das Licht der
Wasserstofflampe wird durch eine Linse auf ein Prisma geleitet. Dieses trennt
das Licht nach der Wellenlange und projeziert das Spektrum auf den Schirm.
Um die ultravioletten Linien sichtbar zu machen, kann man z.B. eine
fluoreszierende Schicht (dies ist ein Material, das UV-Licht in sichtbares Licht
wandelt) auf den Schirm aufbringen. Um die Position von infraroten Linien
festzustellen, kann auf dem Schirm eine Photodiode bewegt werden. Diese ist
empfindlich auf Strahlung mit einer Wellenlange groer 800 nm. Sie wandelt
die Strahlung in Strom um, der auf einem Mefgerat registriert werden kann.
Spektrometer sind ublicherweise mit Licht bekannter Wellenldnge kalibriert,
so dal man an der Position einer Linie auf dem Schirm sofort ihre
Wellenlénge ablesen kann.
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Wasserstoff-

lampe
Linse Prisma _
Schirm

Tabellierte Wellenldngen aus Experimenten am Wasserstoffatom

Dies ist eine Auflistung aller gemessenen Spektrallinien zu Ubergingen
zwischen den Zustianden 1s bis 6s (aus Kayser/Ritschl: Tabelle der Hauptlinien
der Linienspektren aller Elemente). Die Werte sind der Literatur entnommen.
In Klammern befindet sich der Ubergang, dahinter die Wellenlange in nm.

Infrarot Sichtbar Ultraviolett
(6s - 5s) 7400 nm (3s-2s) 656 nm (2s-1s) 122 nm
(5s - 4s) 4050 nm (4s - 2s) 486 nm (3s-1s) 103 nm
(6s - 4s) 2695 nm (5s - 2s) 434 nm (4s-1s) 97 nm
(4s - 3s) 1875 nm (6s -2s) 410 nm (5s-1s) 95 nm
(5s - 3s) 1282 nm (6s-1s) 94 nm
(6s - 3s) 1094 nm

Auf der folgenden Seite befindet sich noch ein Graph, der die Messung der
Intensitit gegen die Wellenldngen einer Wasserstofflampe im Bereich von
300nm bis 700nm wiedergibt.
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3.8.2 Elektron-Atom-StoBe; Franck-Hertz-Versuch

Im Versuch mit der Balmerlampe zur Beobachtung des sichtbaren Spektrums
des Wasserstoffs wurden die H-Atome in einen angeregten Zustand gebracht
und daraufthin die Emission von Licht beim Ubergang von einem hodheren in
einen niederigeren Zustand beobachtet.

Die Anregung von Atomen kann z.B.

Yorher 5 L i
o mit Elektronen geschehen, die einen Teil
» . threr Energie auf Atome ubertragen. Im
Elekron  H-Atom 1s nebenstehenden Bild ist dies am Beispiel
eines Wasserstoffatoms, das durch einen

Nachher

S Anet Elektronensto} in den ersten angeregten
Zustand versetzt wird, 1illustriert. Das
o 2y Elektron ubertragt dabei eine Teil seiner
kinetischen Energie auf das Atom, das
vom Is-Zustand in den 2s-Zustand
ubergeht.
In einem leicht abgednderten Frack-Hertz-Versuch werden mit Hilfe einer
Gluhwendel (Elektronenquelle) freie Elektronen in ein elektrisches Feld
gebracht. Die Spannung zwischen der Platte und der Wendel ist variabel.
Zwischen den Platten befindet sich ein Gas (dies kann z.B. Wasserstoff sein;
im gezeigten Film wurde eine Neon-Fullung verwendet, da diese sichtbare
Leuchterscheinungen erzeugt). Die freien Elektronen werden nun von der
negativ geladenen Wendel weg zur positiv geladenen Platte hin beschleunigt.
Dabei nehmen sie kontinuierlich Energie auf. Auf ihrem Weg durch das Gas
werden sie aber auch mit dessen Atomen zusammenstoBen. Wire kein Gas
zwischen den Platten, dann hitte ein Elektron beim Erreichen der positiven
Platte als Zahlenwert
die  Energie  in positiv geladene
Elektronenvolt, die Platte
der Spannung U in
Volt entspricht (z.B.
bei 30V  Platten-
spannung hitte ein Spannungs-___i Gasfullung
Elektron nach voll- quelle U -
standigem Durch-
laufen des Feldes die

H-Atom 25 Elekbron

Energie 30eV, bei negativ geladene
40V entsprechend | Wendel
40eV). ~—]
Fuhrt man den L‘
Versuch durch,
Elektronen-

indem man kon-
tinuierlich die Span-
nung U vergroBert,
so beobachtet man in zeitlicher Reihenfolge die folgenden Bilder.

quelle
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u=0Vv u=20Vv U=30V U=40V U=50V U=60V

Ab etwa U=20 V wandert, wihrend die Spannung U erhoht wird, eine Leucht-
erscheinung gleichmiafig nach unten. Ist die erste etwa in der Mitte der Rohre
angelangt (bei etwa U=40 V), erscheint im oberen Teil der Rohre eine zweite.
Diese wandert ebenfalls nach unten, verringert allerdings wéahrenddessen ihren
Abstand zur ersten Leuchterscheinung. Letztendlich (bei ca. U=60 V) erscheint
noch eine dritte.

Die Beobachtungen lassen sich so erkléren:
1. Die Elektronen werden beim Durchlaufen des elektrischen Feldes stindig

beschleunigt, so dal ihre Energie kontinuierlich zunimmt. Man kann also den
Elektronen in jedem Punkt in der Rohre eine Energie zuordnen.

2. Die Gasatome in der Rohre konnen nur ganz bestimmte Energieportionen
aufnehmen, die durch die Energiedifferenz zwischen zwei Zustinden gegeben
ist. Da die Gasatome im Grundzustand vorliegen, handelt es sich um die
Energiedifferenz zwischen einem angeregten Zustand und dem Grundzustand.
3. Die Elektronen stoBen beim Durchlaufen des Gases stindig mit den
Gasatomen zusammen, konnen aber nur dann Energie auf ein Atom
ubertragen, wenn ihre kinetische Energie grofer ist als die Energie, die
benotigt wird, um ein Atom anzuregen. Ist dies nicht der Fall, wird beim
Zusammensto3 keine Energie ubertragen, das Elektron also auch nicht
abgebremst.

4. An bestimmten Punkten in der Rohre reicht die kinetische Energie der
Elektronen aus, um Gasatome anzuregen. An dieser Stelle 1at sich eine
Leuchterscheinung beobachten, da das Atom sofort wieder in den
Grundzustand zuruckféllt und dabei Licht aussendet. Die Elektronen haben nun
soviel Energie verloren, daf sie keine weiteren Atome mehr anregen konnen.
Sie werden weiter zur posititven Platte hin beschleunigt, bis die kinetische
Energie wiederum ausreicht, um ein Gasatome anzuregen. An diesem Punkt
kann man eine weitere Leuchterscheinung beobachten.

Fuhrt man diesen Versuch als Gedankenexperiment mit einer mit atomarem
Wasserstoffgas gefullten Rohre durch, witrde man die erste Leuchterscheinung
bei U=10.2 V beobachten. Dies ist die Energie, die bendtigt wird, um ein H-
Atom vom Grundzustand in den ersten angeregten Zustand zu versetzen.
Wegen der Energiedifferenz von 10.2 eV zwischen den zwei Zustinden wird
beim Zuruckfallen der Atome in den Grundzustand Licht im ultravioletten
Bereich ausgesendet. Die Lichterscheinung miufite daher z.B. mit einem
fluoreszierenden Schirm sichtbar gemacht werden.
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Der Franck-Hertz-Versuch, wie er erstmals 1913 von J. Franck und G.
Hertz durchgefuhrt wurde, sieht etwas anders aus, als der oben geschilderte
Versuch.

N\ positiv geladene Zwischen der

Gegen- -[ U Platte Anode und der
spannung T [— | _ _______ _ Elektronenquelle

P 9+ Gitter ist ein weiteres

S Gitter angebracht.

pannung —|= } Zwischen diesem

U + Gasfullung Gitter und der

Anode liegt eine
Gegenspannung an,

negativ geladene ~ £58°1 die  die
. Wendel Elektronen, die das
ende Gitter passiert
|_| haben, anlaufen
Elektronen- missen. An der
Anode kommen

quelle

nur die Elektronen
an, die noch ausreichend Energie besitzen, um dieses Potential zu iiberwinden.
Die Zahl der Elektronen, die die Anode erreichen, ist proportional zum
gemessenen Strom. Erhoht man kontinuierlich die Spannung, und trigt den
Strom gegen die Spannung auf, erhalt man folgendes Diagramm.
I[in mA Der Strom steigt kontinuierlich
A mit der Spannung an. Bei einer
bestimmten Spannung fallt der
gemessene Strom aber fast bis auf
Null zuruck, um dann abermals
anzusteigen. Der Abstand der
Maxima ist eine Konstante. Beim
Orginalversuch, der mit Queck-
: silberdampf in der  Rohre
0 '5 10 = UiV durchgefuhrt wird, betrigt dieser
Abstand 4.9 V.
Bei Quecksilber betriagt die Energiedifferenz zwischen Grundzustand und
erstem angeregten Zustand 4.9 eV. Liegt die Beschleunigungsspannung
unterhalb 4.9 V, konnen die Elektronen, die den Quecksilberdampf
durchlaufen, keine Energie an die Hg-Atome uibertragen. Wenn sie das Gitter
erreichen, besitzen sie genugend Energie, um die Gegenspannung zu
uberwinden und an der Anode anzukommen. Wird die Schwelle von 4.9 V
uberschritten, konnen die Elektronen Energie an Quecksilberatome
ubertragen. Kommen sie nun am Gitter an, besitzen sie nicht mehr genug
Energie, um die Gegenspannung zu uberwinden und die Anode zu erreichen.
Erst wenn die Beschleunigungsspannung so grof3 ist, dal ein Elektron auch
nach einem Stof} mit einem Hg-Atom noch ausreichend Energie besitzt, um die
Gegenspannung zu uberwinden, steigt der Strom wieder an. Bei 9.8V

0.1
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Beschleunigungsspannung reicht die Energie der Elektronen aus, um zweimal
Energie auf Hg-Atome zu ubertragen und der Vorgang wiederholt sich.

Fuhrt man diesen Versuch als Gedankenexperiment mit einer mit atomarem
Wasserstoffgas gefullten Rohre durch, wiurde man die Peaks in einem Abstand
von 10.2 V beobachten. Dies ist die Energie, die benotigt wird, um ein H-
Atom vom Grundzustand in den ersten angeregten Zustand zu versetzen.
Wegen der Energiedifferenz von 10.2 eV zwischen den zwei Zustianden wird
beim Zuruckfallen der Atome in den Grundzustand Licht im ultravioletten
Bereich ausgesendet. Die Lichterscheinung mufite daher z.B. mit einem
fluoreszierenden Schirm sichtbar gemacht werden.

3.8.3 Ionisation

Unter lonisation versteht man einen Vorgang, bei dem einem Atom soviel
Energie zugefuhrt wird, daB sich ein Elektron vom Atom losen kann. Das
Elektron des Wasserstoffatoms ist mit einer bestimmten Energie an den Kern
gebunden. Die Arbeit oder Energie, die benotigt wird, um das Elektron dem
Kern zu "entreilen", nennt man Ionisierungsarbeit oder Ionisierungs-
energie. Bei diesem Vorgang sagt man, dal man das Atom ionisiert.

Eine Methode, Energie auf ein Atom zu ubertragen, ist ein Elektron-Atom-
StoB}. Dabei werden freie Elektronen beschleunigt und z.B. durch ein Gas
geleitet, das aus den zu ionisierenden Atomen besteht. Trifft ein Elektron mit
ausreichend kinetischer Energie auf ein Atom des Gases (ausreichend heil3t
hier, daBl seine kinetische Energie groBler als die lonisierungsenergie des
Atoms ist), so kann es durch Ubertragen seiner Energie auf das Atom dieses
ionisieren. Das links dargestellte Bild veranschaulicht diesen Vorgang. Das auf
ein Wasserstoffatom im Grundzustand treffende Elektron ubertragt soviel
Energie, dal dem Atom das gebundene Elektron "entrissen" wird. Ubrig bleibt
der positiv geladene Atomkern.

vorher Eine recht einfache MeBmethode, um

o Ionisierungsenergien  experimentell  zu
- bestimmen, ist im folgenden Bild gezeigt.
Elektron In einer Glasrohre befindet sich eine
nachher Gluhwendel, die Elektronen freisetzt,

o sobald ein bestimmter Strom  sie

Atol — durchflieBt (diese Anordnung ist als

- p Elektronenquelle bezeichnet). Zwischen

kern < Elekironen der Gl'l'lhv(&l/endel und der mit Anode

bezeichneten Platte, ist eine regelbare
Spannungsquelle. Die Elektronen werden also von der Wendel "abgesaugt" und
zur Anode hin beschleunigt.
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Glasrohre Das Verhaltnis von
Strom I zu Spannung
U laBt sich an den
e MefBgeriten  ablesen.
—T é Dieses Verhiltnis tragt

Elektronen- ¢~ Anode
quelle

man fur eine
\_ (I) Vakuumrdhre und eine
|/ mit Wasserstoff

gefullte Rohre auf.

Man kann folgende zwei Graphen beobachten:

[in mA Macht man den Versuch mit
A einer Vakuumrohre, beobachtet
1.0 - man beim Heraufregeln der
Wasserstoff Spannung U  auch  einen

steigenden Strom I. Der Versuch
mit der mit atomarem
Wasserstoff — gefullten  Rohre
verlauft anfangs genauso. Ab
einer bestimmten  Spannung
erhoht sich allerdings der Strom

0.5

Vakuum

0 — —— ™ UinV  im Verhiltnis zur Spannung viel
10 i 20 starker als bei der
13.6 Vakuumrohre.

Die Erklarung gibt das oben
gezeigt Bild des Elektron-Atom-StoBes. Der zwischen Anode und
Spannungsquelle gemessene Strom entspricht der Menge der Elektronen, die in
einem bestimmten Zeitintervall an der Anode ankommen. Ist die Energie der
zur Anode hin beschleunigten Elektronen grofl genug, um ein Wasserstoffatom
zu ionisieren, so kann durch einen Zusammensto3 zwischen Elektron und
Atom ein weiteres Elektron freigesetzt werden. dieses wird dann ebenfalls zur
Anode "gesaugt" und erhoht den gemessenen Strom. Da in der Vakuumrohre
(ohne Gas) keine zu ionisierenden Atome sind, findet dieser Effekt und damit
die starke Stromzunahme nur in der Wasserstoffrohre statt.

Mit dieser Apparatur 146t sich die Ionisierungsenergie des eingeschlossenen
Gases messen. Die Spannung, an der die beiden Graphen auseinandergehen,
mufl der minimalen Spannung entsprechen, die benotigt wird, um freie
Elektronen so sehr zu beschleunigen, da3 ihre Energie ausreicht, um H-Atome
zu ionisieren. Die lonisierungsenergie berechnet sich aus Spannung*Ladung.

Die Ladung eines Elektrons ist e. Experimentelle Messungen geben einen Wert
von 13.6 Volt, bei dem die beiden Graphen auseinanderlaufen. Die
Ionisierungsenergie ist damit

Wion=q* U=ex 13.6 V = 13.6 eV
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Da Wasserstoff bei Raumtemperatur als Hy existiert - also molekular - ist der

oben geschilderte Versuch nur dann durchfuhrbar, wenn man das Gas so stark
aufheizt, daB es atomar vorliegt. Daher ist der Versuch eher als
Gedankenexperiment zu sehen. Helium dagegen liegt auch bei Raumtemperatur
atomar vor, weshalb seine Ionisierungsenergie mit diesem Versuch ohne
groleren Aufwand bestimmt werden kann.

3.8.4 Experimentelle Bestimmung der Atomradien

Wie wir schon an unseren berechneten -Funktionen gesehen haben, 143t sich
ein eindeutiger Radius eines Atoms, also eine Grenze, ab der das Atom zu
Ende ist, nicht konkret angeben. Z.B. nimmt die w-Funktion des
Wasserstoffatoms im Grundzustand mit groBeren Radien sehr schnell ab, wird
aber nicht Null. Das bedeutet, da3 die Ladungswolke nach auflen hin sehr
"dunn" wird, jedoch nicht vollstandig verschwindet.

2
Y
0.80 =
Bohrscher Radius
r=0.053 nm
0.40 =
0.00 I T -t 1
0.01 #o.o«s 0.11 0.16 0.21

Radius in nm

Im Graphen der y2(r)-Funktion des Wasserstoffatoms im Grundzustand ist der
Bohrsche Atomradius eingezeichnet. Man erkennt, das sich ein erheblicher Teil
der Ladungswolke innerhalb dieses Radius befindet und ein deutlich geringerer
Teil auBerhalb. Dennoch ist die Bezeichnung "Radius" in bezug auf die
Ladungswolke, die keine scharfe Begrenzung besitzt, nicht ganz passend. Der
Bohrsche Radius stammt noch vom Bohrschen Atommodell in dem das
Elektron als Teilchen den Kern umkreist. Der Radius der Kreisbahn des
Elektrons wére im Grundzustand genau der Bohrsche Radius, der auch heute
noch als atomare Lingeneinheit gelegentlich verwendet wird.

Der Radius eines Atoms wird definiert als eine Distanz zum Atomkern,
innerhalb derer man eine bestimmte Prozentzahl der Gesamtladung findet. Der
gemessene "Atomradius", der einer Definition bedarf, wird daher auch von
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der jeweiligen MeBmethode abhéngen. Ein paar der géngigsten Definitionen
fur den Atomradius sind im Folgenden aufgelistet:

-
Kovalenter Bindungsradius r=d/2 d
Abstand zweier Atome im Molekul
(wie hier z.B. H glie Ladungswolken lonenradius d=r g% Cl
sind weggelassen, so dal3 man den Abstand zweier lonen
Abstand der zwei Atomkerne sieht) in einem Kristallgitter

Elel?t-r-o-;{ ------------------ =

_» d -4_ d
Radius aus Eigenvolumen r=d/2 Radius aus Elektronenstreuung r=d/2
Minimaler Abstand mit dem Abstand der nachsten Naherung
sich zwei Atome in einem Gas zwischen Elektron und Atom

nahern kbnnen

- In einem Molekil (z.B. Hp) haben die beiden Wasserstoffatome einen bestim-

mten Abstand voneinander. Der halbe Abstand wird kovalenter
Bindungsradius des Atoms genannt.

- In Kristallen ordnen sich die Ionen (z.B. Nat und CI- im NaCl) regelmaBig
in einer Gitterstruktur an. Der Abstand zweier Ionen ist in einfachsten
Strukturen die Summe aus dem Radius der beiden Ionen. Man spricht hierbei
von lonenradien.

- Im allgemeinen lassen sich die Abstinde aller Atome, die in einem Kiristall
angeordnet sind, bestimmen.

- Liegt ein Element als atomares Gas vor, so gibt es wegen der AbstoBung
zwischen zwel Atomen einen minimalen Abstand, auf den sich zwei Atome
nahern konnen. Aus makroskopischen Messungen (z.B. dem Verhalten
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zwischen Druck und Volumen eines Gases unter konstanter Temperatur) 1alt
sich das sogenannte Kovolumen (oder Eigenvolumen) der Atom und damit
der Radius bestimmen.

- Streut man z.B. Elektronen an Atomen, erhdlt man den sogenannten
Wirkungsquerschnitt. Die Elektronen werden vom Atom wie von einem
kugelsymmetrischen Gebilde abgelenkt. Aus dem Wirkungsquerschnitt 1463t
sich ein Atomradius bestimmen.

Ganz allgemein 148t sich zusammenfassen, dal man Atome ihrer GroBe nach
untereinander vergleichen kann, wenn man zuvor mit einer Memethode einen
Radius definiert hat. Radien aus verschiedenen Mef3methoden konnen deutlich
voneinander abweichen.

Verschiedene Elemente liegen bei Raumtemperatur in verschiedener Form vor
(atomar, molekular, metallisch, als Ionengitter), so da} ein direkter Vergleich
der GroBe zweier Atome oft nur unter hohem experimentellem Aufwand
moglicht wird.
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MeBmethode zur Bestimmung des Bindungsradius in Molekiilen

Molekulares Gas
in einem Behalter

(Molekule stark Projektion
vergroBert) eines Molekuls
1. Vorher I,ﬁ
./o.\./ T ———o
-
VN .

2. Einstrahlen von Ruhende Molekule

Infrarotlicht

3. Nachher

— />
S '>

Rotierende Molekile

In einem zweiatomigen Molekul (z.B. Hp --> H-H) sind die Atomkerne in

einem bestimmten Abstand d voneinander getrennt. Da die Masse der Elek-
tronen nur etwa den zweitausensten Teil der Gesamtmasse des Molekuls aus-
machen, konnen die Elektronen bei der Massenverteilung vernachldssigt wer-
den. Es bleiben nur noch die beiden Atomkerne (praktisch als Punktmassen),
deren Massen bekannt sind. Der Abstand d der beiden Kerne zueinander soll
experimentell bestimmt werden (auch in der Zeichnung sind die
Ladungswolken aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen).

Versetzt man das Molekul, wie eine sehr leichte Stange mit zwei schweren
Kugeln an jedem Ende, in Rotation, so mul man dazu Energie auf das Molekil
ubertragen. Die Energie, die ubertragen werden muf}, um eine bestimmte
Rotation (oder besser Drehimpuls) zu erreichen, hidngt vom Abstand der
beiden Atomkerne ab.

Molekiulrotation 1aBt sich z.B. durch Einstrahlen von Infrarotlicht anregen (die
Energie des Lichtes wird dabei auf die Molekille uibertragen). Triagt man in
einem Graphen die eingestrahlte Energie gegen die Rotation auf, laft sich
daraus der Abstand der beiden Atome ermitteln.
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MeBmethode zur Bestimmung des Ionenradius in Kristallgittern

Kristallgitter sind zur Bestimmung von
-~ Atom- oder Ionenabstinden wegen ihrer
vollg regelmiBigen Anordnung besonders
gunstig. Das nebenstehende Bild zeigt die
regelmédBige Struktur eines Ionengitters. Die
kleineren Ladungswolken gehoren zu den
positiven Na-Ionen, die groferen zu den
negativen Cl-Ionen. Die lonenschichten sind
mit einer gestrichelten Linie angedeutet.

Sender Empfanger Der Abstand d, innerhalb
dessen sich die Gitter-
struktur wiederholt, laf3t
sich mit einem Rontgen-

30° strahl ausmessen. Dieser

wird, um besonders ein-

fache Verhaltnisse zu

' | schaffen, unter einem
Probe

Winkel von 30° auf den
Kristall (Probe)
geschickt.  Sind  die
Wellenlange A und der
Abstand d (oder ein
Vielfaches von d) gleich,
entsteht unter einem
Austrittswinkel von

genau 30° eine Reflexion
des Rontgenstrahls
aufgrund der
periodischen Struktur
der Probe (siehe
nebenstehende
Zeichnung; die Ladungswolken wurden aus Grunden der Ubersichtlichkeit
weggelassen). Den Abstand zweier Ionen im Gitter erhélt man also, indem man
die Wellenldnge des Rontenstrahls (Sender) variiert, bis man im Empfanger
eine Reflexion registriert. Es ist dann d=A. Da die Gitterabstinde im Bereich
von zehntel Nanometern sind, muf3 auch die Wellenlinge der Strahlung in
diesem Bereich liegen. Diese Bedingung erfullt Rontgenstrahlung.

Der Winkel von 30° wird in diesem Beispiel gewahlt, weil unter diesem
Einfall- bzw. Ausfallwinkel sich die Bedingung fur Reflexion auf d=A
vereinfacht.

Empfanger

Wegunterschied
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MeBmethode zur Bestimmung des Atomradius in Gasen
4 I

Wihrend man mit den vorhergehenden
Methoden den Abstandes von gebundenen
Atomen bestimmen kann, laflt sich iiber die
reale Gasgleichung das Eigenvolumen von
Atomen (die als Gas vorliegen) ermitteln.
Das Eigenvolumen ist der Raum, den die
Atome in einem vorgegebenen Volumen
selbst einnehmen. Wire ein einzelnes Atom
in einem Behilter mit einem Volumen V
eingeschlossen, dann stande ihm das gesamte
Volumen frei zur Verfugung; es konnte sich
uiberall befinden (siehe links; Atom stark
vergroBert). Ist jedoch ein Gas in diesem
Volumen eingeschlossen, dann steht jedem
einzelnen Gasatom nicht mehr das gesamte
Volumen zur Verfugung, da ein Teil des
Volumens von all den anderen Gasatomen
besetzt ist (siche links; Atome stark
vergroBert). Man kann hierzu eine reale
Gasgleichung aufstellen (die van der Waals
Gleichung):
(e @) (V_p)m R
\P+72) (V-b)=R'T
Sie beschreibt das Verhalten zwischen Druck
p, Volumen V, und Temperatur T. a und b
\‘ ) sind zwei Konstanten, die von dem jeweiligen
In einem Gas nehmen die Gas abhangen. _
Gasatome selbst ein Ma}n kann nun ein Experiment unternehmen,
Volumen b ein. Jedes bei dem unter einer konﬁtanten Tqmperatur
. T das Volumen V gedndert wird. Den
einzelne Atom hat nur .S .
Graphen, den man in diesem p-V-Diagramm
noch das Volumen (V-b) s . .
N erhilt, versucht man durch die Gleichung zu
zur Verfugung beschreiben, indem man a wund b
entsprechend anpafit. a und b werden also so variiert, dal sie fur ein
bestimmtes Gas die experimentell gemessene p-V-Kurve moglichst gut
wiedergeben. Der Parameter b ist dabei ein direktes Mall fur das
Eigenvolumen der Atome (daher wird b auch von V abgezogen; er vermindert
das Volumen V des GefaBes um das Eigenvolumen b der Atome). Der
Parameter a soll uns hier nicht weiter interessieren (er beinhaltet die atomaren
bzw. molekularen Krifte der Gasteilchen untereinander).

. J

Einem einzelnen Atom
steht das gesamte
Volumen V zur Verfugung

-
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Aus dem Eigenvolumen b 1aBt sich der Atomradius r
bestimmen. Er laBt sich mit dem Abstand d=2xr

nachster ~ Anndherung zwischen zwei  Atomen
identifizieren. Ab dem Abstand d haben sich die

d=2r Ladungswolken so stark durchdrungen, daf} sich die
Abstand nachster Atome abstofien.
Annaherung zweier

Atome

MeBmethode zur Bestimmung des Streuradius bei Elektronenstreuung
4 )

/- Durchliuft ein Elek-
B tronenstrahl ein
atomares Gas, werden

eine bestimmte Zahl an

Elektronen mit Gas-

atomen kollidieren und

U ungestreute abgelenkt. Ist  die
_» Elektronen Wegstrecke der Elek-
""" tronen durch das Gas
so kurz, daf} die Wahr-

ruckwarts
gestreutes
Elektron

| einfallender Elektronenstrahl

B scheinlichkeit mit

\ einem Elektron zwei

Gasatome zu treffen

vorwarts vernachldssigbar klein

gestreute ist, ist das Verhaltnis
Elektronen

von gestreuten Elek-

tronen zur Gesamtzahl

der  eingeschossenen

Elektronen pro-

portional zum soge-

nannten Wirkungs-

g J
Behalter mit atomarem Gas

querschnitt o, der die
GroBe eines zwei-
dimensionalen "Atomscheibchens" angibt:

_ Elektronen(gestreut) Agesamt

Elektronen(gesamt) Ngusaiome
Agesamt/NGasatome st die Gesamtfliche des bestrahlten Gases (Blickrichtung

von vorne, also links in der Zeichnung) geteilt durch die Anzahl von Atomen
in dieser Flache. Aus dem Wirkungsquerschnitt (dessen Einheit eine Flache ist)

kann man Uber  Ag,uo, =0 =27r> den Radius berechnen. Der
Wirkungsquerschnitt ist die Flache des Kreisscheibchens eines Atoms.
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Kann man Ladungswolken messen?

Mit der zuvor genannten
Methode der Bestimmung des
Bindungsabstandes in Kristall-
gittern mit Hilfe von
Rontgenstrahlung (man nennt
diesen Proze auch Ront-
genbeugung) lassen sich ganze
"Ladungswolkenbilder" von ein-
fachen Strukturen bis zu kom-
plexen Molekillen aufzeichnen.
Bedingung ist, dal das zu unter-
suchende Molekill in Form eines
regelmaBig angeordneten
Kristalls vorliegt. Mit dem Ront-
genstrahl werden die Intensitdten
der Reflexionen unter allen
moglichen Einfallsrichtungen
aufgezeichnet (und nicht wie
zuvor nur unter einem Winkel).
Aus den gemessenen Intensititen
laBt sich durch ein
mathematisches Verfahren das
Bild der Ladungsverteilung im
Molekil rekonstruieren.

Das Bild zeigt das

Ladungswolkenbild von Nickel-Phthalocyanin. Die Linien geben Bereiche
gleicher Elektronendichte an. Im jedem Mittelpunkt, um den sich eine Schar
von Kreisen befindet sitzt ein Atomkern. Die Elektronendichte nimmt von

innen nach auBen ab.
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3.9 Nicht-Radialsymmetrische Zustande

Alle Zustinde, die bis jetzt berechnet und besprochen wurden, sind radial-
symmerisch (sie werden mit einem s bezeichnet; 1s, 2s, 3s, ..). Die Psi-
Funktionen dieser Zustande sind nur vom Kernabstand abhidngig, nicht aber
von der Raumrichtung. Sie besitzen alle eine kugelsymmetrische Form. Diese
Zustinde konnen mit einer Quantenzahl, die wir n genannt haben,
charakterisiert werden. Es gibt aber auch Orbitale, die keine Kugelsymmetrie
besitzen und durch weitere Quantenzahlen, den Nebenquantenzahlen (oder auch
durch weitere Buchstaben wie p, d, ...) angegeben werden.

z Das nebenstehende Bild zeigt ein 3p Orbital.
__ Das Orbital ist der "Aufenthaltsraum" in
s : dem das Elektron hauptsiachlich lokalisiert
wird. Interpretiert man es als Ladungswolke,
so bedeutet der Rand die Grenze, ab der die
Ladungsdichte unter einen bestimmten Wert
- fallt. Es bedeutet nicht, daB die
Ladungswolke am Gitterrand zu Ende ist,
oder auBlerhalb des Netzgebildes kein
Elektron mehr lokalisiert werden kann. Die
3p Wahrscheinlichkeit einer Lokalisation wird

nur nach auBen hin sehr klein.

Obwohl das Gebilde mehrere, durch Knotenflichen abgetrennte Bereiche
besitzt, ist es die Ladungswolke eines Elektrons. Auch in den s-Orbitalen haben
wir schon mehrere abgetrennte Bereiche kennengelernt, die ebenfalls die
Ladungswolke eines Elektrons veranschaulichen. Diese sind kugelsymmetrisch
um den Kern angeordnet und auch 1hre Knotenflichen besitzen
Kugelsymmetrie.

Da das Wasserstoffatom nur ein Elektron besitzt, entspricht die Form seiner
Ladungswolke dem Bild des oben gezeigten Orbitals, wenn sich das Elektron
im 3p-Zustand befindet.
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3.10 Rontgenspektren

Da die Rontgenstrahlung eine
hochenergetische elektromagnetische
Strahlung ist, kann sie Materialien mehr oder
minder gut durchdringen, wobei sie von
einigen Metallen recht gut aufgehalten wird,
wie z.B. Blei. Zur Erzeugung der
Rontgenstrahlung setzen wir eine
Rontgenrohre ein, wie sie rechts abgebildet
ist.

Nun wollten wir das Rontgenspektrum
untersuchen, wozu wir Rontgenstrahlen auf
einen Kristall fallen lieBen. Aufgrund der
Beziehungen der Brackschen Reflektion
bildeten sich bestimmte Maxima und Minima,

welche wir anhand eines GMZ.-Rohres erfal3ten.

Versuchsaufbau:

Zahlrohr

34.1 Aufbau der Rontgenrdhre

Vakuum
(Druck<10"*Pa)

Anode

/Austrittsfenster

L
Rontgenstrahlung

Heizspannung

Heizspannung

Heraus kam in etwa folgender Graph:

 §
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Wir wunderten uns uber die Zacken im Graph, und versuchten diese durch
Variieren der Spannung zum Verschwinden zu bringen, was allerdings
mifllang. Danach sah das Ergebnis folgendermaBlen aus:

Al

— Zahlrate —

k 41,7 kY
i - 23 3 kY

— Winkel —¥»
— Wellenlange —»

Daraus schlossen wir, dal} sich der Graph aus zwei Teilen zusammensetzt.

1.)  Einer spannungsabhidngigen Strahlungsart, welche ein kontinuierliches
Rontgenpektrum aufweist. Sie entsteht wenn die beschleunigten
Elektronen auf der Anode aufschlagen und auf einer sehr kurzen Strecke
gestoppt werden, was eine grofle negative Beschleunigung ergibt. Da
grundsitzlich alle bechleunigten Ladungen strahlen, entsteht die
sogenannte "Rontgen-Bremsstrahlung".

2.) Einer materialcharakteristischen Strahlungsart, welche die Zacken im
Graph verursacht. Sie entsteht, wenn nach Herrausschlagen eines
Elektrons aus der K-Schale durch die auftreffenden Elektronen ein
anderes Elektron aus einem hoheren Energieniveau (L-, M- oder N-
Schale) in die freigewordene Lucke in der K-Schale nachriickt. Man
nennt diesen Vorgang Quantensprung und im optischen Bereich
entspricht dies der Entstehung von Spektrallinien. Diese Strahlung ergibt
das sogenannte charakteristische Rontgenspektrum.

Theorie der Rontgenstrahlung
Beim H-Atom gibt es folgende Formel fur die Frequenz, bei der die Quanten-
springe passieren (das H-Atom geht vom Zustand n in den Zustand m tiber):

Feswino B0V (1LY

\n2 m?)
Beim H-Atom hat der Kern eine positive Ladung (+e), das Elektron eine
negative Ladung (-e). Im Vorfaktor (-13.6eV/h) sind diese als Quadrat
enthalten.
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Q=q = e2 (g = 1e vom Elektron, Q = 1e vom Kern)

Bei hoheren Atomen (Kernladung=7*e) wahre das Produkt der Ladungen:
Q=q = zxe2 (g = 1e vom Elektron, Q = zxe vom Kern)
Hohere Atome mit der Kernladung Z hiatten daher den Vorfaktor (-

13.6eV*Z2/h)
Das hieBe also, daB Atome der Ordnungszahl Z Spektrallinien der Z2-fach
entsprechenden Wasserstoff-Frequenzen aufweisen mufliten, was sie allerdings
bei der Berechnung erst dann tun, wenn man von Z noch a=1 abzieht. Das
kommt daher, daf}, wenn ein Elektron aus einer hoheren Schale in die K-Schale
wechselt; es die um eins verminderte Coulombkraft zu spuren bekommt. Das
verbliebene eine Elektron in der K-Schale schirmt die Kernkraft ndmlich um
eine Elementarladung ab. Daher wird a auch die Abschirmzahl genannt.
Deshalb muf} die Formel auch angepasst werden:
B iy 2 13.6eV 1 1)

f=AW/h=~(Z-1) (=)
Hierbei handelt es sich nur eine Naherungsformel. Man kann sagen, da3 bei
einem Sprung von einer hoheren Schale (mit der Hauptquantenzahl n) in eine
Schale mit der Hauptquantenzahl m die Frequenz der Quantenspriinge mit der
obengenannten Formel berechnet wird.
Eine praktische Anwendung liegt in der Material- und Werkstoffprufung,
wenn der zu untersuchende Gegenstand nicht beschadigt werden darf.

Ein weiteres Produkt ist die sogenannte Moseley-Gerade, welche der Chemie
half das Periodensysthem der Elemente neu zu ordnen. Wenn jetzt ein Elektron
nach dem Herausschlagen direkt aus der L-Schale ersetzt wird ist n=2 und
m=1:

fk = -(z-1)2%(13.6eV/h )= (1/42 - 1/1)
Wenn wir jetzt \Q gegen Z auftragen kommt dabei eine Gerade heraus, auf

der alle 92 chemischen Elemente ihren Platz haben. Sie bildet heute die
Grundlage des Periodensysthems der Elemente. Dafl die Einordnung nach
Massenzahl manchmal Probleme bringt, liegt an den Isotopen, welche sich
nicht immer in einer Reihenfolge einordnen lassen.
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4. Hohere Atome

4.1 Vom H-Atom zu hoheren Atomen

Bis jetzt haben wir ausfuhrlich das Wasserstoffatom kennengelernt. Sein Atom-
kern besteht nur aus einem Proton; er besitzt eine positive Elementarladung.
Daher kann er auch nur ein Elektron an sich binden. Dieses bildet die
Ladungswolke um den Kern. Der Zustand des H-Atoms ist durch den Zustand,
in dem sich des Elektron befindet, gegeben. Man braucht beim H-Atom also
nicht zwischen dem Zustand des Atoms und dem Zustand des Elektrons
zu unterscheiden. Auf die Ladungswolke des Elektrons "wirkt" uberall die
gesamte Kernladung, das Potential ist nur vom Kernabstand abhangig.
Wie ist aber ein Zustand eines Atoms mit mehreren Elektronen charakteri-
siert? Um den Zustand des He-Atoms (Kernladung +2e) zu beschreiben,
mussen wir die Zustinde beider Elektronen angeben, da der Kern zwei
Elektronen an sich bindet. Zusiatzlich beeinflussen sich die beiden gebundenen
Elektronen aufgrund der Coulomb-Wechselwirkung gegenseitig. Auf jedes
einzelne Elektron "wirkt" jetzt nicht nur die Kernladung, sondern auch die
Ladung des anderen Elektrons. Dadurch wird sich seine Bindungsenergie und
seine Verteilungsfunktion verglichen zum Wasserstoffatom #dndern. Die
Ladungswolke des He-Atoms besteht aus zwei Elektronen. Sie ergibt sich aus
Uberlagerung der zwei \2-Funktionen.
oo same” Kemiadun Die gegenseitige Beeinflus-
' sung der beiden Elektronen
und ihrer  Verteilungs-
7 funktionen wird mit Hilfe
folgender Uberlegung
100 klarer: Ein freies Elektron
nahert sich aus weiter
Entfernung einem He-Kern,
der nur ein Elektron (das
sich im  Grundzustand
T o0 o0 ' oo befindet) an sich gebunden
Radius in nm hat (man spricht hierbei
Yy von einem einfach
1.00 9 ionisierten He-Atom, da
dem Atom ein Elektron
. entrissen  wurde). Die
Gesamtladung  (wirksame
Kernladung; siehe links),
die auf das freie, sich
nahernde Elektron "wirkt",
ist die Kernladung plus der
abschirmenden Ladung der
. 1 Ladungswolke (y2; siehe

0.00 0.05 0.10 : ; roo
Radius in nm links). Weit vom ionisierten

0.50
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Atom entfernt entspricht die wirksame Ladung +le, da eine positive Ladung
vom gebundenen Elektron abgeschirmt wird (man spricht in diesem
Zusammenhang von Abschirmung). Nahert sich das freie Elektron nun
weiter dem Kern, "wirkt" auf es immer mehr von der Kernladung +2e, da es
einen immer groBeren Teil der Ladungswolke durchdringt und daher die
Abschirmung des gebundenen Elektrons mit zunehmender Anndherung an den
Atomkern abnimmt. Beim Abstand r vom Atomkern tragt der auBerhalb des
Radius r liegende Teil der Ladungswolke nicht zur Abschirmung bei, sondern
nur noch der innerhalb der Kugel mit dem Radius r liegende Anteil der

Ladungswolke.
+28 45 Das nebenstehende Bild illustriert diesen
\‘ \ +1e  +le Sachverhalt nochmals am Beispiel von vier

\ \ ausgewahlten Punkten. Das dargestellte
Y \, He*-lon besitzt zwei positive Elementar-
ladungen im Kern (4+2e) und eine negative
in der Ladungswolke (-1e). Weit vom Kern
entfernt "wirkt" eine Ladung, die mit einer
Punktladung +1e identisch ist. Nahert man
sich dem Kern und dringt damit in die
Ladungswolke ein, dann "wirkt" eine stetig
wachsende Punktladung (im Bild +1.1e und
+1.5¢). In sehr geringem Abstand vom
Kern wird die Punktladung der Kernladung
+2e entsprechen; die Ladungswolke bewirkt
bei sehr kleinen Kernabstinden praktisch
keine Abschirmung mehr.

Der Begriff "wirkt" ist nicht wortlich zu
nehmen. Vielmehr sollte er darauf
hinweisen, daB sich das vom Ion erzeugte Potential so verhilt, als ob es von
einer Punktladung erzeugt wird, deren Ladung mit Anndherung grofler wird.
Die Abschirmung wirkt jedoch nicht nur auf ein freies Elektron, das sich in
einem bestimmten Abstand vom Atomkern befindet, sondern auch auf eine
Ladungswolke eines gebundenen Elektrons um einen Atomkern. Das Gesamt-
potential, mit dem die Ladungswolke eines Elektrons wechselwirkt, setzt sich
bei hoheren Atomen aus dem Kernpotential plus den Potentialen der anderen
Ladungswolken zusammen. Wir werden fur jede Ladungswolke eine eigene
Schrodingergleichung aufstellen mussen, die auch die anderen Ladungswolken
berucksichtigt. Fur das He-Atom erhalten wir wegen den zwei Elektronen zwei
Schrodingergleichungen:

Elektron 1:u"gjekiron1(r) = - 872 - 2m/h2 - (WEiekiront - Veff(r)) - Ugiektron1(T)

Elektron 2:u"Egjekiron2(r) = - 8n2 - 2m/h2 - (WElektron2 - Veff(r)) * UElektron2(T)

Die beiden Gleichungen entsprechen soweit der Schrodingergleichung des
Wasserstoffatoms. Das wirklich Neue steckt im Potential V(r); in ihm ist nicht
nur das Potential des Atomkerns, sondern auch das der anderen Ladungswolke
enthalten:
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Elektron 1: V(r) = Vkern(r) + V Abschirmung2(T)
Elektron 2: V(1) = Vkern(t) + V abschirmung1(T)

Wilektron1 Und Wgjekiron2 Sind die Eigenenergien von Elektron 1 bzw. Elektron
2, UElektron1(T) Und Ugjektron2(r) sind ihre radialen Verteilungsfunktionen, wie
schon zuvor beim Wasserstoffatom erlautert.

4.2 Das Helium-Atom

Potentialuberginge

Da die Schrodingergleichungen fur die beiden Elektronen sich nur im Potential

von der Schrodingergleichung des Wasserstoffatoms unterscheiden, konnen

wir alle grundlegenden Uberlegungen aus dem vorherigen Kapitel auf das He-

Atom ubertragen. Die Schrodingergleichung ist die Grundgleichung der

Atomphysik, aus der sich der Aufbau aller hoheren Atome berechnen laBt. Wir

mussen nur durch geeignete Ansidtze das Gesamtpotential, mit dem jedes

einzelne Elektron wechselwirkt, moglichst genau angeben konnen.

Beim He-Atom kennen wir bereits drei Eigenschaften des Potentials eines

Elektrons im Grundzustand:

1. Weit entfernt vom Kern wirkt ein Potential, das dem Potential einer
Punktladung +1e entspricht

2. Sehr nahe am Kern wirkt ein Potential, das dem Potential einer Punktladung
+2e entspricht

3. Dazwischen verédndert sich das Potential kontinuierlich

V(1) in eV potential des Die Abbildung zeigt
0.007 \ zwel Potentiale; das
eines einfach
geladenen Kerns

(=Potential des H-
Potentialiibergang des Kerns) und das eines
effektiven Potentials ZWCifaCh geladenen
Kerns  (=Potential
des He-Kerns). Die
einfachste Naherung
ware ein Potential,
das  fur grof3e
010 Abstinde dem

Potential eines
einfach geladenen Kerns und fur kleine Abstande dem Potential eines zweifach
geladenen Kerns entspricht. Dazwischen gibt es bei einem bestimmten Radius
einen schlagartigen Ubergang von dem einen Potential zum anderen. Das
daraus resultierende Potential ist die dickere Linie in der Zeichnung. Dies ist
sicherlich keine ideale Naherung, jedoch erfullt sie zwei unserer drei
Potentialeigenschaften und 1aBt sich fur Rechnungen mit STELLA sehr einfach
anwenden. Es bleibt allerdings die Frage, bei welchem Radius man den
Potentalubergang wihlt.

Potential des He-Kerns

-150.00 ~

-300.00 , ,
0.00 0.05
rin nm
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Eine andere Potentialndherung, die dem wirklichen Potential in einem He-
Atom naher kommt, als der "harte" Potentialubergang, ist ein "weicher"
Ubergang zwischen den zwei Kurven, wie unten abgebildet.

V(1) ineV Potential des

H-Kerns
0.00 =

Potential des He-Kerns

"weich" iiberge-
hendes Potential

-150.00 =

-300.00 T T
0.0 0.05

rinnm
Wie zuvor sind die zwei Potentiale, das eines einfach geladenen Kerns
(=Potential des H-Kerns) und das eines zweifach geladenen Kerns (=Potential
des He-Kerns), abgebildet. Das dritte Potential ("weich" ubergehendes
Potential) geht flieBend von dem einen Graphen in den anderen uber. Es erfullt
damit auch die dritte Potentialeigenschaft. Auch hier mufl man sich uberlegen,
wo der Ubergang beginnt, wo er endet und welche Form er besitzt.

1
0.10

e-Teil und Abschirmun

Schrodingergleichung Dall  wir uberhaupt eine

/ Elektron 1 \ Nadherung fur das Gesamt-

potential ~ benotigen,  liegt

Potential der Ladungs- Verteilungsfunktion | q4.ran -~ daB sich das Potential

Wolke von Elektron 2 Elektron 1 . o q- .
in der Schrodingergleichung
f * des Elektron 1 aus den
Verteilungsfunktion Potential der Ladungs-| Potentialen von Kern und
Elektron 2 Wolke von Elektron I | EJektron 2 zusammensetzt.
Entsprechend setzt sich das
— . Potential in der Schrodinger-

Schrodingergleichung .

Elektron 2 gleichung des Elektron 2 aus

den Potentialen von Kern und
Elektron 1 zusammen. Die beiden Schrodingergleichungen sind miteinander
verknupft. Das Schaubild verdeutlicht dies. Um die Schrodingergleichung fur
das Elektron 1 aufstellen zu konnen, benodtigen wir das Potential, das die
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Ladungswolke des Elektron 2 erzeugt. Diese erhalten wir aus der
Verteilungsfunktion ¢ von Elektron 2, die wiederum aus der Schrodinger-
gleichung fur das Elektron 2 gewonnen wird, usw. Mochte man diese
aufwendige Prozedur umgehen, versucht man das Potential der Ladungswolken
zu nahern, wie wir das zuvor getan haben.

Wie laBt sich aber das Potential einer Ladungswolke naherungsweise
berechnen? Dazu fuhren wir den sogenannten e-Teil ein, den Anteil der
Ladung einer Ladungswolke, der bei einem Abstand r "wirkt". Diesen haben
wir schon zuvor im Zusammenhang mit der Abschirmung und dem Begriff
"wirksame" Ladung kennengelernt. Der abschirmende Anteil einer Ladungs-
wolke beim Radius r ist das Integral der y2-Funktion zwischen 0 und r.

1_00‘*12 Abschirmender Anteil einer Kugel
mit Radius r und Dichteverteilung
_ Y2(r):

0.50 =

C-J'lpz(r)-rz -dr =C-fu2(r)-dr
0 0

Wir summieren damit {2(r) von 0
bis r auf. Die Konstante C muf}

000 , , , . eingefuhrt werden, um 2 auf eins
0.0 0.05 0.10 0.15 0.20 . . .
Radius in nm zu normieren. Integriert man die

2 .
v Ladungswolke von Null bis Unend-

lich, erhilt man die gesamte Ladung
i des Elektrons, namlich -1e:

C'flpz(r)-rz-dr=1
0

_ Die Konstante C wird also auf die -
I Funktion so angepalit, daB das
o00-— — — - — Integral 1 wird, da die Gesamtladung
o ' Fcios n o ' ~der Ladungswolke -1e ist.
- - Die drei nebenstehenden Graphen
zeigen dies am Beispiel einer
Ladungswolke im 1s-Zustand im He-
Atom. Die {2- und die u2-Funktion
sind noch nicht normiert. Thre Werte
sind willkuirlich; eine Normierung
war bis jetzt nicht notwendig. Der
Graph des e-Teil zeigt den Anteil der
5 % % % » Ladungswolke, den eine Kugel mit
e Radius r umschlieBt. Sein Maximum
bei r — o« ist iber die Konstante C auf eins normiert. Der e-Teil entspricht der
Fliche unter der u2-Funktion bis zum Radius r. Wenn sich im He-Atom beide
Elektronen im 1s-Zustand befinden, besitzen die beiden Elektronen identische
Ladungswolken und e-Teile.
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" Die drei Graphen auf der linken
Seite zeigen wie zuvor die 12-
Funktion, die u2-Funktion und den
e-Teil; diese jedoch von einem
Elektron im 2s-Zustand. Der e-Teil
an der Stelle r ist wie zuvor das
Integral der u2-Funktion von O bis
r. Ein He-Atom kann sich z.B. in
| | | | einem Zustand befinden, in dem
e o ein Elektron im 1s-Zustand ist, das
u2 andere im 2s-Zustand. Wie schon
in der Einfuhrung erlautert,
mussen wir bei hoheren Atomen
zwischen dem  Zusand eines
Elektrons und dem Zustand eines
Atoms unterscheiden. Betrachtet
man die beiden e-Teile der
Elektronen (Is und 2s; auf die
| ] , unterschiedlichen  Skalen  der
6.0;611 o Fadtn " " Graphen zu den Zustanden 1s und
2s ist zu achten), laflit sich
feststellen, dal in dem (1s)(2s)-
Zustand des He-Atoms die
Ladungswolke des 1s-Elektrons
sich fast vollstandig innerhalb eines
Radius von r=0.1 nm befindet,
wihrend die Ladungswolke des 2s-
Elektrons sich fast vollstandig
auBlerhalb des Radius von r=0.1 nm
eduemom befindet. Dies bedeutet, dafl die
Ladungswolke des 2s-Elektrons wegen der Abschirmung der 1s-Ladungswolke
im He-Atom fast uiberall nur eine Elementarladung "sieht" und daher der
Ladungswolke eines 2s-Elektrons im H-Atom sehr dhnlich ist, das aufgrund
der Kernladung des H-Atoms uberall ein Potential einer Ladung +1le erféhrt.
Das 1s-Elektron in diesem Zustand des He-Atoms wird dagegen vernachlassig-
bar gering von der 2s-Ladungswolke abgeschirmt und "sieht" fast uberall die
Kernladung +2e.
Das Potential des H-Atoms haben wir in Kapitel 3 mit
Z-e* 1
dmey 1
angegeben. Z ist die Kernladung (beim H-Atom ist Z=1), e und ¢g sind physi-
kalische Konstanten (e=Elementarladung=1.6x10-19C, £0=8.9+10-12As/Vm).

Das Potential eines He-Kerns unterscheidet sich nur in der Kernladung vom H-
Kern. Fur sie ist Z=2 einzusetzen.

Das Potential einer abschirmenden Ladungswolke besitzt ein positives
Vorzeichen (wegen der gleichen Ladungen der beiden Elektronen; im

0.50

0.00

VKern (r)y=-
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Kernpotential fuhren die entgegengesetzten Ladungen von Kern und Elektron
zum negativen Vorzeichen) und ist vom e-Teil abhédngig.
2

-e_Teil

VAbschirmung(r )=
dmeyr

Das Gesamtpotential setzt sich aus diesen beiden Zusammen:

62

dmeyr

V(r) = Vi (1) + Vabschirmung (r)y=- ‘(2 -e_Teil)

Der e-Teil ist von r und vom Zustand, in dem sich die abschirmende
Ladungswolke befindet, abhdngig. Er "korrigiert" das Potential der
Kernladung um die abschirmende Wirkung der Ladungswolke.

STELLA-Modelle zum He-Atom

Anfangs wollen wir das STELLA-Modell des H-Atoms so modifizieren, daf3
wir mit der zuvor besprochenen Naherung des Potentialsprungs eine
Abschatzung der FEigenenergien und Verteilungsfunktionen erhalten. Wir
reduzieren das Modell damit auf eine Schrodingergleichung (wie beim H-
Atom) und geben das Potential vor. Hier stellte sich schon zuvor die Frage,

wie man einen fur die Ndherung sinnvollen Ort des Potentialsprungs erhalt.

c ¢ SGL :

cb /O Das Modell ist nur um
] . O » den e-Teil erweitert
worden. Zuerst

r betrachten wir das

psi  psi-Quadrat _ Het-Ion, in dem nur
epston ein Elektron an den
o-Til He-Kern mit einem

Eigenwert von W1 =

us 1 ‘ ut e-Teil 1 -54.4 eV gebunden
£3 i ! - ist. Dieses Elektron
erfahrt keine
Abschirmung. Sein e-
Teil ist links
abgebildet. Die Halfte
der Ladung ist beim
Radius r=0.033 nm

r cCb
¢ SGL

psi qu 1 . . .
o-Teil erreicht. Dies kann ein

1:00 - sinnvoller Wert fur
den Potentialubergang
] sein.

0.50 -

0.00 T T 1
0.05 0.10 0.15 0.20

0.033 Radius in nm

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
T
1.00e-06 1
3
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[

OQO0000000000

0.50

e-Teil_1(t) = e-Teil_1(t - dt) + (u_qu_1) * dt
INIT e-Teil_1 =0
INFLOWS :

%’ u—qu_1 =u_1"2/c_1
us_1(t) = us_1(t - dt) + (Krimm_1) * dt
INITus_1 = 1
INFLOWS :

4%’ Krimm—1 = -¢c_SGL *(Wn_1-Y_1)*u_1

u_1(t) = u_1(t - dt) + (Steig_1) * dt
INITu_1 =0
INFLOWS :
‘? Steig_1 = us_1
c_1 =4.0e-32

c_Lb = e /(4 *pi*epsilon)
c_SGL = e*¥4*¥pi*2%¥2¥m/h"2 {1 /Jm" 2}
e=1.602e-19

epsilon = 8.854e-12

h = 6.626e-34 {Js}
m=9.109e-31 {kq}

psi—1 = u_1/r/SQRT(c_1)
psiqu_1 = psi_1"2

Potential

Y

r = time {m}

| v_1 = IF r>3.3e-11 THEN -c_Cb/r ELSE -2%c_Ch/r |

Wn_1=-39¢6

0.00

Grundzustand 1s im He-Atom W =-39.6 eV

T 1 T 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Radius in nm
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Dies sind die Gleichungen zu
dem oben abgebildeten
Modell. Sie unterscheiden
sich, verglichen zum Modell
des H-Atoms, nur 1m
Potential. Dieses wurde mit
einer IF-THEN-Bedingung in
zwel Teile getrennt. Bei
Radien kleiner 3.3+10-11m ist

das Kernpotential nicht
abgeschirmt, bei groBeren
Radien wirkt die volle
Abschirmung. Die  Ver-

teilungsfunktion, die  die
Randbedingungen erfullt
(siche links), besitzt einen
Eigenwert von W1 = -39.6

eV. Beide Elektronen besitzen
die  gleiche  Verteilungs-
funktion und den gleichen
Eigenwert. Sie sind beide im
Is-Zustand gebunden, weshalb
sie beide durch die selbe
Schrodingergleichung
beschrieben werden konnen.

Nachdem wir uber eine grobe
Naherung eine Abschidtzung
der Bindungsenergie erhalten
haben, wollen wir ein
sogenanntes selbstkonsisten-
tes Modell aufstellen. In
diesem werden schrittweise
die e-Teile aus den
Verteilungsfunktionen
berechnet und in  die
Schrodingergleichungen
eingesetzt. Wir erhalten zwei
Schrodingergleichungen, die
uber die e-Teile miteinander
verbunden sind.



Selbstkonsistentes STELLA-Modell des He-Atoms

ui u 1-Quadrat O O\é
m
e

psi 1 psi 1—Quadrat

- epsilon

e—Teil 1

Schrodingergleichung des Elektron 1

us 1 ut e-Teil 1

@ Krumm 1 Steig 1 uqut

psiqu 1
Schrodingergleichung des Elektron 2

us 2 u?2 e-Teil 2
69 Krumm 2 Steig 2
r cCb N/
¢ SGL
é S u?2 u 2—Quadrat
e—Teil 1

Wn2 V2

u?2

psi 2

psi 2—-Quadrat

psiqu 2

e—Teil 2
psiqu 1
uqui
U qu ges psi qu ges

psi qu 2
uqu?2

Der e-Teil der beiden Ladungswolken wird durch Probieren so normiert, daf}
er fur groe Radien gegen 1 lauft. Der e-Teil des Elektron 1 wird schrittweise
aus der u-Funktion berechnet (in SGL des Elektron 1), in das Potential der
SGL des Elektron 2 eingesetzt und umgekehrt. Dies bedeutet, dal wahrend der
Berechnung der Verteilungsfunktionen der abschirmende Effekt -eines
Elektrons in das Potential der jeweils anderen Schrodingergleichung eingeht,
wodurch die beiden Gleichungen nicht mehr unabhidngig voneinander sind.
Dies passiert mit einem sogenannten "Ghost" (die schraffierten Kiésten im
linken unteren Bereich der beiden Modelle der Schrodingergleichungen), der
die Verbindung der zwei Geichungen deutlich macht. Die durch diese Kasten
reprasentierten Variablen sind die selben e-Teile, die durch Aufintegrieren der
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u-Funktionen berechnet werden. Die Verbindung uber einen "Ghost" ist nur
aus Grunden der Ubersichtlichkeit verwendet worden.

Die Gesamtladungswolke (und auch die Gesamt- u- und - Funktion) erhalt
man aus Addition der Einzelfunktionen 1 und 2. Dies geschieht im unteren Teil

des Modells.

[ e-Teil_1(t) = e-Teil_1(t - dt) + (u_qu_1) * dt
INIT e-Teil_1 =0
INFLOWS :

'%’ u_qu_1 = IF (e-Teil_1<1) THEN(u_1"2/c_1) ELSE (0)

[] e-Teil_2(t) = e-Teil_2(t - dt) + (u_qu_2) * dt
INIT e-Teil 2=0
INFLOWS :

T u-qu-2 = IF(e-Teil_2<1) THEN(u_2"2/c_2) ELSE(D)

[ us—1(t) = us_1(t - dt) + (Kriimm_1) # dt
INITus_1 =1
INFLOWS :

‘89 Kridmm_1 = -c_SGL*¥(Wn_1-Y_1)*u_1

[ wus—2(t) = us_2(t - dt) + (Kriimm_2) * dt
INITus 2=0
INFLOWS :

4%' Kriimm_2 = -¢c_SGL*(Wn_2-Y_2)*u_2

[ u_t(t) = u_1(t - dt) + (Steig_1) # dt
INITu_t = 0
INFLOWS :

4%’ Steig_1 = us_1
u_2(t) = u_2(t - dt) + (Steig_2) * dt
INITu2=0
INFLOWS :

‘89 Steig2 = us_2
c_1 =474e-33
c_2=44e-31
c¢_Cb = e /(4 *pi*epsilon)
c_S0L = e ¥4 ¥pi*2%¥2¥m/h"2
e=16022e-19
epsilon = 8.8542e-12
h=6.6262e-34
m=9.1095e-31
psi—1 = u_1/r/SQRT(c_1)
psi_2 = u_2/r /SQRT(c_2)
psi—qu_1 =psi_1"2

[

psiqu_2 = psi_2"2

psiqu_ges = psi_qu_1+psi_qu_2
r = time

u_qu_ges = u_qu_1+u_qu_2

V1 = —c_Cb*¥(2-e-Teil_2)/r
V_2 = -c_Cb*(2-e-Teil_1)/r
Wn_1=-544

Wn_2=-1.89

QO00000000000000000

Das eben gesagte laBt sich auch in
den  nebenstehenden = Modell-
gleichungen wiederfinden. Diese
unterteilen sich in Berechnung der
e-Teile, der u-Funktionen und der
ersten und zweiten Ableitung der
u-Funktionen. Darunter befinden
sich die Definitionen und Angaben
fur y, 2, die Potentiale und die
Energieeigenwerte.

Das Aufintegrieren der e-Teile
wurde mit Zuwachs bzw. Zu-
wachs_2 bezeichnet.

Das Zustandsschema des He-Atoms
Um einen Zustand eines He-Atoms
vollstandig zu beschreiben, mussen
die Verteilungsfunktionen beider
Elektronen angegeben werden. Die
Eigenenergie ist die Summe der
Bindungsenergien beider
Elektronen. Auf der nachsten Seite
ist das Zustandsschema von Helium
abgebildet. Zwischen dem Zustand
(1s)(3s) (dies bedeutet, dal3 sich
ein Elektron 1m  1s-Zustand
befindet und eines im 3s-Zustand)
und dem zweifach ionisierten He-
Atom (He2+) befinden sich noch
weitere  Zustande, die nicht
angegeben sind. Die Energie W =
0 eV ist auf das zweifach ionisierte
Atom festgelegt. Die

Zustandsenergien zeigen, dal die Energie des Elektrons im 1s-Zustand vom
Zustand des anderen Elektrons abhédngt. Es ist daher nicht mehr moglich eine
einzige Energie eines Elektrons im 1s-Zustand anzugeben. Sie ist abhingig
vom Zustand des anderen Elektrons.
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Zustandsschema des He-Atoms (Auswahl)

Wis)@3s) =
-56.1eV

N

Wasy@s) =
-58.6eV

Wis)? =
-73.8 eV

Elektron 1 Elektron 2
ionisiert ionisiert
ionisiert

Zustand 1s; W(1g) =-54.4 eV

v
1.00 my

T
0.50
|||||||||

Zustand 1s; W(lms) =-54.25
eV

! 2

T
0.50 o
uuuuuuuuu m

Zustand 1s; W3g) =-1.89 eV

1.00

I

Zustand 1s; W(15) =-53.8 eV

T L
0.0 0.50
uuuuuuuuu

Zustand 1Is; W(ZSm) =-4.85eV

.

.

0.0

Zustand 1s; W(ls) =-36.9 eV

0.0

Zustand 1s; W(ls) =-36.9¢eV
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Die Energiewerte und 1-Funktionen sind mit STELLA berechnet und weichen
wegen der angesetzten Naherung etwas von den experimentellen Werten ab.
Die verwendete Naherungsmethode war hier das selbstkonsistente Modell. Das
Energieniveauschema zeigt die Gesamtenergie des Systems in seinem
jeweiligen Zustand; die 1\-Funktionen beziehen sich auf ein einzelnes Elektron.
"ionisiert" bedeutet, dal das Elektron nicht mehr an den Kern gebunden ist.
Die Energieskala auf der linken Seite hat nur bis zum einfach ionisierten He-
Atom eine maB3stabsgetreue Skala, daruiber ist sie zusammengedriickt.

Grundzustand (1s)2: Unter Normalbedingungen (z.B. das Helium in der
Luft) befinden sich He-Atome in diesem Zustand niedrigster Energie. Beide
Elektronen sind im 1s-Zustand. Die Energie betragt W(1s)2 =-73.8 eV.

Angeregter Zustand (1s)(2s): Ein Elektron wurde (z.B. durch einen Elek-
tronenstof) in den 2s-Zustand angehoben. Die Energiedifferenz zum Grund-
zustand betragt nach der STELLA-Rechnung AW=W1¢)2s)-W(15)2= -58.6 eV

+73.8eV =15.2¢eV.

Angeregter Zustand (1s)(3s): Ein Elektron wurde in den 3s-Zustand
angehoben. Die Energiedifferenz betragt nach der STELLA-Rechnung AW =
W(is)3s) - W(is)2 =-56.1 eV + 73.8 eV = 17.7 eV. Zwischen diesem Zustand

und dem einfach ionisierten He-Atom gibt es noch weitere Zustande, die nicht
aufgefuhrt sind (wie z.B. (1s)(4s), (1s)(5s), ...).

Einfach ionisierter Zustand (1s): Ein Elektron wurde dem He-Atom
entrissen (z.B. durch einen Stofl mit einem Elektron). Die Energiedifferenz be-
tragt nach der STELLA-Rechnung AW =W (15)-W(15)2 =-54.4 eV + 73.8 eV =

19.4 eV. Das einzelne Elektron kann ebenfalls in hohere Zustinde versetzt
werden. Diese sind nicht im Zustandsschema verzeichnet (wie z.B. (2s), (3s),
).

weifach ionisierter Zustand: Beide Elektronen wurden dem He-Atom
entrissen. Ein zweifach ionisiertes He-Atom besteht nur noch aus dem
Atomkern. Diesem Zustand wird die Nullpunktsenergie W = 0 eV zugewiesen.

Wie laBt sich die unterschiedliche 1s-Zustandsenergie des Elektron 1 bei
verschiedenen Zustédnden des Elektron 2 erklaren? Dazu 146t sich das Bild der
Ladungswolke verwenden. Befindet sich das Elektron 2 im 1s-Zustand, so
konzentriert sich seine Ladungswolke sehr dicht um den Kern herum. Das
Elektron 1 (ebenfalls im 1s-Zustand) wird vom Kern deutlich abgeschirmt.
Seine Energie betragt W(is) = -36.9 eV. Wird das Elektron 2 in den 2s-
Zustand angehoben, ist seine Ladungswolke deutlich ausgedehnter. Das
Elektron 1 wird kaum noch abgeschirmt, wodurch sich seine Ladungswolke
"zusammenzieht" und seine Energie damit auf W(1g) = -53.8 eV abgesenkt
wird (generell gilt: Je groBer die effektive anziehende Ladung, desto kleiner
die Ladungswolke und tiefer die Zustandsenergie).

Das folgende Bild macht diesen Sachverhalt klarer. Es vergleicht die beiden
Ladungswolken eines gebundenen Elektrons im H-Atom und im Hel+-Atom
(Ion). Beide Atome besitzen nur ein Elektron. Wegen der stirkeren
Wechselwirkung zwischen Kern und Ladungswolke im He-Ion (man kann auch
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sagen: wegen des tieferen Kernpotentials des He-Ions) ist die Ladungswolke
dichter um den Kern konzentriert, als es beim H-Atom der Fall ist. Die
dichtere Bindung fuhrt gleichzeitig zu einer starkeren Bindungsenergie (-54.4
eV beim He-lon und -13.6 eV beim H-Atom). Die Ladungswolke des He-lons
ist damit kleiner als die des H-Atoms. Vereinfacht 1aBt sich sagen, da3 das He-
Ion kleiner als das H-Atom ist. (Dies gilt fur beide Atome im Grundzustand;
die Elektronen befinden sich im 1s-Zustand).

P
1.00 =

Is-Ladungswolke eines Elektrons
im H-Atom (W =-13.6 eV)

»

0.0

1 1 I 1
0.0 0.03 0.05 0.08 0.10

Is-Ladungswolke eines Elektrons Radius in nm

im Hel+~Atom (W =-54.4 eV)

4.3 Experimentell meBbare Groen des He-Atoms

Helium kommt unter naturlichen Umweltbedingungen (Raumtemperatur,
Atmosphdrendruck) als monoatomares Gas vor. Die einzelnen He-Atome gehen
keine Verbindungen mit anderen Atomen ein, weshalb man Helium zu den
Edelgasen zahlt. Wasserstoff dagegen liegt bei Raumtemperatur als Hp vor;

zwel Wasserstoffatome sind aneinander gebunden. Warum Helium so "ungern"
Verbindungen mit anderen Elementen eingeht, wird erst klar, wenn wir mehr
Informationen uber das Verhalten von gebundenen Elektronen in hoheren
Atomen (wie Lithium) und Atombindungen (Kapitel 5) gesammelt haben.

Der monoatomare, gasformige Zustand macht Helium fur uns zu einem leicht
handhabbaren Studienobjekt. Das in einer Glasrohre eingeschlossene He-Gas
kann durch ElekronenstoBe direkt angeregt werden (beim gleichen Versuch
mit Wasserstoff muflten wir zuerst die Hp-Molekille in H-Atome aufspalten,
bevor wir die Atomspektren beobachten konnten; siehe Kapitel 3.8.1 (Das
Wasserstoffspektrum)). Ebenso laBt sich die Ionisationsenergie bereits bei
Raumtemperatur bestimmen.

Da Helium keine Verbindungen eingeht, ist auch kein kovalenter
Bindungsradius in den Tabellen zu finden (da dieser nur an einem Molekiil
bestimmt werden kann; siehe Kapitel 3.8.4 (Experimentelle Bestimmung der
Atomradien)). Es ist jedoch ein GroBenvergleich zwischen Helium und
Wasserstoff iiber den Radius aus der gaskinetischen Theorie moglich.
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Das He-Spektrum
Wie auch beim Wasserstoffatom zeigt das sichtbare Spektrum (zwischen

400nm und 800 nm) des Helium nur einen kleinen Ausschnitt der

Spektrallinien. Ein weitaus groBerer Teil der Linien ist fur das menschliche

Auge nicht sichtbar, da es im ultravioletten oder infraroten Bereich liegt.
Nebenstehend ist

Ausschnitt  des

T He-Spektrums
abgebildet. Die

A=600 nm Wellenlangen-
A=700 nm A=500 nm A=400 nm  ¢kala ist nicht
linear. Man erkennt einige deutliche Linien im Bereich zwischen 700 nm und

450 nm (eine farbige Abbildung ist dieser vorzuziehen).

Betrachten wir dazu die mit Stella berechneten Energien der Zustande des He-
Atoms. Eine Spektrallinie entsteht beim Ubergang von einem angeregten in
einen niedrigeren Zustand. Wir haben zuvor schon die Energiedifferenzen
einiger Ubergange berechnet. Diese werden in der folgenden Tabelle den

experimentell bestimmten Werten gegenubergestellt (siehe Tabellenwerke).

Ubergang Mit STELLA | Mit STELLA (| Experimentell | Experimentell | Farbe
berechnete berechnete bestimmte bestimmte
Energie- Wellenlange | Wellenlange Energie-
differenz differenz
(1s)(2s)—(1s)> | 152eV | 8l.6nm | 58.4 nm 212eV | UV
(15)(3s) = (1s)? 17.7 eV 70.0 nm 53.7 nm 23.1eV uv
(15)(3s) = (15)(2s) 2.5eV 496 nm 668 nm 1.9 eV rot
Das nebenstehende Energieniveauschema
Heto o e basiert auf experimentellen Werten. Beim
(15)(3s) Ubergang von (1s)(3s) nach (1s)(2s) gibt
(1)29) y AW=19¢V " das He-Atom sichtbares Licht der Energie
AW = 1.9 eV ab, was einer Wellenlinge A
= 668 nm entspricht. Diese rote Linie a3t
sich deutlich im oben abgebildeten He-
Spektrum erkennen. Das Niveauschema
zeigt weiterhin zwei Ubergédnge, die Licht
im ultravioletten Bereich  aussenden,
AW=23.1 eV 1 . N 2
AW=212 eV namlich die Ubergange (1s)(2s) — (1s)° und

(1s)(3s) — (1s)>. Die dazugehorigen UV-
Linien befinden sich weit rechts aufB3erhalb
des oben gezeigten Spektrums. Sie lassen
sich mit einem UV-sensiblen Film oder
Detektor  nachweisen. Die  anderen
sichtbaren Linien gehoren zu Ubergingen

zwischen hoheren Zustanden, die wir nicht
mit STELLA berechnet haben.

(1s)2
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Die mit STELLA berechneten Werte weichen teilweise bis zu 30% von den
experimentell gemessenen Daten ab. Dies zeigt uns, dal die verwendete
Naherung der Abschrimung keine idealen Ergebnisse liefert, jedoch von der
GroBenordnung her korrekte Angaben macht. Da die -Funktionen gegenuber
Variationen der Energie sehr unempfindlich sind, ist bei ihnen die Abweichung
zu den exakt berechneten y-Funktionen sehr gering.

Ionisation
Die Ionisationsenergie des Helium 14t sich analog zu dem in Kapitel 3.8.3
(Ionisation) beschriebenen Verfahren bestimmen. Allerdings besitzt das Helium
zwel lonisationszustande, namlich das einfach ionisierte und das zweifach
ionisierte Atom, wie im Niveauschema zur Ionisation unten abgebildet.
________________ He2t  Im Gegensatz zur Spektralanalyse, bei der die
A Lichtaussendung beim Ubergang von einem
hoheren in einen niedrigeren Zustand detektiert
wird, wird bei der Bestimmung der
Ionisationsenergie gemessen, welche Energie-
menge auf ein Atom ubertragen werden muf}, um
ithm ein Elektron zu entreilen. Dies sollen die
Pfeile vom niedrigeren zum hoheren Zustand an-
deuten. Das Niveauschema basiert wie zuvor auf
den experimentellen Werten. Die Tabelle
1+  vergleicht die MeBwerte mit den theoretischen
Vorhersagen aus STELLA.

AW =544 eV

AW =24.6 eV Ubergang Mit STELLA Experimentell
berechnete bestimmte
Energiedifferenz || Energiedifferenz

He(15)2 He(ls)2 — Hel+ 19.4 eV 24.6 eV

He'™ — He'* 544eV || 544eV

Der vorhergesagte Wert aus dem STELLA-Modell fur den Ubergang vom
neutralen zum einfach ionisierten Atom weicht um etwa 25% von dem
MefBwert ab. Diese Beobachtung hatten wir schon zuvor bei den Ubergédngen
zwischen den Zustianden festgestellt. Der Ubergang vom einfach zum zweifach
ionisierten Atom wird dagegen korrekt vorhergesagt. Die Abweichung ist
ebenso gering, wie die theoretischen Vorhersagen der Zustinde des
Wasserstoffatoms in Kapitel 3. Die Erklarung dafur ist im STELLA-Modell zu
finden. Der Ubergang von He(ls)2 nach Helt benodtigt noch die
Naherungsrechnung der Abschirmung fur den Grundzustand He(ls)2. Der
Ubergang von Hel+ nach He2+ beinhaltet nur noch die Beschreibung eines
Elektrons. Die Naherung der Abschrimung wird nicht benotigt, da das
Elektron uberall die volle Kernladung von +2e "sieht". Die Beschreibung des
He-Atoms reduziert sich damit auf eine Schrodungergleichung, die (ebenso wie
beim Wasserstoffatom) die experimentellen Werte korrekt vorhersagt.

Weshalb man zum Abtrennen des ersten Elektrons vom Atom deutlich weniger
Energie (AW = 24.6 eV) benotigt, als zum Abtrennen des zweiten Elektrons
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(AW = 54.4 eV), laBt sich nochmals mit der Ladungswolkendarstellung
erklaren. Wenn man das erste Elektron vom Kern trennt, wird dieses mit
zunehmender Entfernung nur noch die effektive Kernladung +1e "sehen", da
die zweite Kernladung vom gebundenen Elektron abgeschirmt wird. Man wird
daher weniger Energie aufwenden mussen, das erste Elektron vom Kern zu
entfernen, als man fur das zweite Elektron benotigt, das wegen der fehlenden
Abschrimung uberall die volle Kernladung +2e "erfahrt".

vorher Ein zweiter Effekt vermindet die
Ionisationsenergie des ersten
Elektrons um einen weiteren Betrag.
Wihrend das erste Elektron dem

° > Kern entrissen wird, wird die
Ladungswolke des zweiten Elektrons

Elektron .
zusammengezogen, da die

o Abschirmung des ersten Elektrons

He-Atom (1s)? entfernt wird. Dieser
"Energiegewinn"  vermindet die

Ionisationsenergie des Elektron 1.
Nebenstehend ist dieser Vorgang
schematisch abgebildet. Ein freies
Elektron trifft auf ein He-Atom im
Grundzustand und ubertragt Energie
auf das Atom. Der Energieubertrag
reicht aus, um dem He-Atom ein
Elektron zu entreilen. Die fehlende
Abschirmung hat zur Folge, daB sich die Ladungswolke zusammenzieht. Die
Gesamtenergie von freiem Elektron und He-Atom missen vorher und nachher
gleich sein (Energieerhaltung). Die Wechselwirkung des freien Elektrons
erfolgt mit dem gesamten Atom. Aus der Sichtweise der Zustandsbeschreibung
kann man nur Aussagen uber das System vorher und nachher machen, nicht
aber uber den ProzeB selbst.

nachher

He *-Ion

Atomradius

Wie schon ausfuhrlich im Kapitel 3.8.4 (Experimentelle Bestimmung der
Atomradien) besprochen wurde, ist der Radius eines Atoms sowohl aus
experimenteller Sicht, als auch auch aus der Sicht der Theorie (1-Funktionen),
eine definierte GroBe. Um die GroBe zweier Atome vergleichen zu konnen,
muf} von experimenteller Seite fur beide Atome das gleiche MeBverfahren
verwendet werden (falls dies uberhaupt moglich ist).

In der Theorie mufl man eine einheitliche Definition des Radius vorgeben.
Der Radius kann zum Beispiel der Abstand vom Atomkern sein, innerhalb
dessen sich eine bestimmte Prozentzahl der Gesamtladung befindet. Wir hatten
beim Wasserstoffatom zwei Angaben, ndmlich 68% und 90% gemacht. Man
konnte ebenso den letzten Wendepunkt der u(r)-Funktion angeben.
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He-Atom im Die folgenden

e-Teil Grundzustand .
1,00 - \ Graphen vergleichen
90% == == mmm e T oo die aus dem STELLA-
| Modell  gewonnenen
68% ==-f==--=---f--- . Werte der Radien von
H-Atom im
Grundzustand Wasserstoff und

0.50 Helium. Definiert man

den Radius bei 68%
des e-Teils, erhalt man

1
1
1
1
r
1 1
1 1
1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
T 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
4
1 1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
0
1
1
1
1

far Wasserstoff

. 3 | | r:02093nm und fur
0.00 ! 15 o o0 Helium  r=0.045nm.
?634/5) ?639/3) Radiusin nm Daraus kann  man

! - ablesen, dafl das He-

?987/0) ?92,4/2> Atom 1m Grund-

zustand deutlich
grofler als das H-Atoms im Grundzustand ist. Dazu ist noch zu erwahnen, daf}
das Heliumatom zwei Elektronen an sich bindet und der e-Teil zu grof3en
Werten hin gegen zwei laufen sollte. Zum Vergleich wurde jedoch der e-Teil
des He-Atoms auf den des H-Atoms angeglichen.
Definiert man den Atomradius bei 90% des e-Teils, zeigen die Radien fur
Wasserstoff (r = 0.142 nm) und Helium (r = 0.070 nm) einen ahnlichen

Zusammenhang von r(Helium)/r(Wasserstoff) = 1/2.
u(r)
0.02=

Auch bei der dritten

(Ha'rﬁmdgand Definition des Atom-

i radius laft sich ein
/ ahnliches  Verhaltnis

feststellen. Die u(r)-

He-Atom im

0.015 Grundzustand

Funktion des H-Atoms
besitzt das Maximum
bei r=0.053nm,
wahrend die Funktion
des He-Atoms ihr
——— Maximum bei

T
0.15 0.30
0.053 Radius in nm r=0.025nm hat.

0.00 =
0.00

0.025

Experimentell lassen sich die Groflen der beiden Atome uber die gaskinetische
Theorie vergleichen. Die Messungen bestitigen, da das Heliumatom im
Grundzustand (r=0.110nm) kleiner als das Wasserstoffatom im Grundzustand
(r=0.126nm) ist. Die experimentellen Radien ergeben sich aus dem
Eigenvolumend der Atome. Obwohl sich experimentell nicht der starke
GroBenunterschied feststellen 1a3t, den man aus der Theorie ablesen kann, ist
zumindet qualitativ eine korrekte Aussage aus der Theorie zu ziehen. Die
kompaktere Ladungswolke des Heliumatoms hat zur Folge, daBl das
Eigenvolumen der Atome kleiner ist als das der Wasserstoffatome.
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4.4 Das Lithium-Atom

Als nachsten Schritt wollen wir das Lithium-Atom untersuchen, dessen Kern
drei positive Elementarladungen (43e) tragt. Um ein insgesamt neutrales Li-
Atom zu erreichen, muf3 der Kern daher drei Elektronen an sich binden. Im
Wasserstoffatom befindet sich im Grundzustand des Atoms das Elektron im 1s-
Zustand. Der Zustand des Atoms ist damit durch den Zustand des Elektrons
beschrieben. Im Helium-Atom haben wir zwei Elektronen, die sich im
Grundzustand des Atoms beide im Is-Zustand befinden. Durch Angabe der
beiden Zustande der Elektronen 148t sich der Zustand des Atoms festlegen. Wir
hatten gesehen, dal3 der Zustand eines Elektrons und der Zustand eines Atoms
im allgemeinen nicht das gleiche ist.
Der Zustand eines Lithium-Atoms wird durch die Angabe der Zustinde der
drei Elektronen festgelegt. Ein grundlegendes Prinzip der Quantenmechanik
fordert, dall sich hochstens zwei Elektronen des Li-Atoms im 1s-Zustand
"aufhalten" durfen. Im Grundzustand des Li-Atoms sind zwei Elektronen im
Is-Zustand; das dritte Elektron wird einen moglichst niedrigen Zustand
wahlen, namlich den 2s.
. Das nebenstehende Bild fafit die
! H He L1 bisherigen Ergebnisse nochmals zu-
S A R sammen. Im H-Atom ist ein
—®—2s Elektron gebunden. Im
Grundzustand des Atoms befindet
sich dieses im 1s-Zustand (mit
einem Punkt in der Abbildung
angedeutet) mit einer Energie von
W(is)= -13.6eV. Das He-Atom im
——0— | Grundzustand bindet zwei
Elektronen jeweils im 1s-Zustand
-50 eV A (mit zwei Punkten in der Abbildung
angedeutet) mit einer Energie von
W(i1s5)=-39¢V. Die Energie des
Grundzustands des Atoms ist damit
W(15)2=2%(-39eV)=-78eV. Im
Lithiumatom im Grundzustand sind
drei Elektronen gebunden; zwei im
Is-Zustand (mit zwei Punkten in
der Abbildung angedeutet) mit
-100 eV - —®—®—1Is ciner Energie von W(15=-98¢eV
und eines im 2s-Zustand (mit einem
Punkt in der Abbildung angedeutet) mit W(2¢)= -6eV. Die Gesamtenergie des
Atoms ist damit W(15)2(25)=2*(-98eV)+(-6eV)= -202eV. Dal} sich das dritte
Elektron im Lithium nicht auch noch im 1s-Zustand befinden darf, folgt aus
den Eigenschaften von Elektronen (bzw. deren Ladungswolken), die spiter
genauer besprochen werden.
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STELLA-Modell des Li-Atoms

Mit unserem bisherigen Wissen uiber das He-Atom kdnnen wir nun ein selbst-
konsistentes STELLA-Modell des Lithium-Atoms aufstellen. Dieses besteht aus
drei Schrodingergleichungen; jeweils eine pro Elektron:

Elektron 1:u"gjekiron1 (1) = - 8n2 - 2m/h2 - (WElektron1 - V1(I)) - UEIektron1(T)

Elektron 2:u"gjekiron2(1) = - 812 - 2m/h2 - (WElektron2 - V2(I)) - UEIektron2(T)
Elektron 3:u"Elektr0n3(r) =- 8752 : 2m/h2 : (WElektron3 - V3(I‘)) : uElektronS(r)

Das Potential in der jeweiligen Schrodingergleichung eines Elektrons setzt sich
aus dem Kernpotential plus den Potentialen der Ladungswolken der beiden
anderen Elektronen zusammen.

Elektron 1: Vl(r) = VLi-Kern(r) + VAbschirmungZ(r) + VAbschirmungS(r)
Elektron 2: Vz(l‘) = VLi-Kern(r) + VAbschirmungl(r) + VAbschirmungS(r)
Elektron 3: V3(I‘) = VLi-Kern(r) + VAbschirmungl(r) + VAbschirmungZ(r)

Das Potential des Lithium-Kerns wird von dessen drei positiven Elementar-
ladungen erzeugt:
3.2
4me
Der Faktor 3 kommt von der Kernladung.

Das Potential der jeweiligen Ladungswolke ist wie schon beim He-Atom:
2

1
VLi—Kern(r) == ;

VAbschirmung (7‘) = 4 -e_Teil

.77:307'
Fur das Potential der Schrodingergleichung des Elektron 1 bedeutet dies z.B.:

V(r)= VLi—Kem(r) + VAbschirmungZ(r) + VAbschirmungS(r) =

€2

=— -(3-e_Teil2 — e_Teil3)
4.7'[80}’

Die Kernladung wird fur das Elektron 1 durch die beiden Ladungswolken der

Elektronen 2 und 3 abgeschirmt (entsprechend wird Elektron 2 von 1 und 3

abgeschirmt und Elektron 3 von 1 und 2).
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Selbstkonsistentes STELLLA-Modell des Li-Atoms

o o K Die drei Gleichungen
' g i sind vollig gleich

Scrodngrgichy des Bk 15, aufgebaut. Der
Radius ist in allen
drei Gleichungen die
selbe Grofle. Um eine
. GroBle im STELLA-

- B Modell mehrfach
erscheinen zu lassen,
erzeugt man von dem

urspriinglichen
o Symbol einen "Ghost"
: g (wurde auch schon im

Zusammenhang  mit
dem STELLA-Modell
des  Helium  be-
sprochen). Die Glei-
chungen 2 und 3
nehmen uber ihre e-
Teile EinfluB3 auf das
Potential von Elektron 1 (entsprechend verhilt es sich mit den Gleichungen 2
und 3).

Die Bedingung fur einen Zustand des Atoms ist, daf} alle drei \-Funktionen fur
grofle r gegen Null streben und ihre e-Teile auf eins normiert sind. Beim Li-
Atom kann die Prozdur zum Auffinden dieser Werte sehr zeitaufwendig
werden, da sechs Groflen angepalit werden mussen (die drei Energiewerte und
die drei Normierungskonstanten der e-Teile). Die zugehorigen
Modellgleichungen lassen sich aus dem STELLA-Modell zum Li-Atom
entnehmen.
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Zustandsschema des Li-Atoms (Auswahl)

W, 3+= Elektron 1 Elektron 2 Elektron 3
-00eV
""""""" ionisiert ionisiert ionisiert
: ionisiert ionisiert
Wais) = | S |
212256V W(ig) =-122.5¢eV
1onisiert
Ws)y2s) =
-138.1 eV - T " .
W(is) =-121.13 W(2s) =-16.92 eV
eV
Was)2s)2 =
- 1420 CV h o - - = -3 " p 3 s
, W(s) =-119.1 eV | W(25) =-11.46 eV | W(25) =-11.46 eV
' > ionisiert
Vv(]g)2= ® L T e 7
-193.6 eV Wi(is) =-96.78 eV | W(15) =-96.78 eV
W(1s)23s) = 1
-195.5eV
Wis) = -967 eV | Wy = -967 eV | W3g) = —211 eV
Wais)22s) = || q
-198.4 eV
\ .

Wiis) = -963 eV

Wis) = —963 eV

W(2s) = —583 eV
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(1s)

(15)(2s)
(1s)(2s) 2

(1s)?
(15)%(3s)
T (1 (2s)

Die vorhergehende Seite zeigt das Zustandsschema der
wichtigsten Zustiande. Die gestrichelten Linien zwischen zwei
Energiewerten sollen andeuten, daB die Skala an den
entsprechenden Stellen gestaucht wurde. Eine lineare Skala zu
diesen Zustanden ist links abgebildet.

Wie schon zuvor wird der Zustand des Elektrons durch die
Zustande aller Elektronen angegeben (bei Lithium 3). Die -
Funktionen der FElektronen sind rechts neben dem
Energieniveauschema abgebildet. Die Energie eines atomaren
Zustands ergibt sich aus den einzelnen Energien der Elektronen.
Grundzustand (1s)2(2s): Unter Normalbedingungen liegt
atomares Lithium in diesem Zustand niedrigster Energie vor.
Angeregter Zustand (1s)2(3s): Das Elektron im 2s-Zustand
wurde (z.B. durch einen Elektronensto3) in den 3s-Zustand
angehoben. Die Energiedifferenz zum Grundzustand betragt
nach der STELLA-Rechnung AW = W(14)23s) - W(15)2(2s) = -
195.5eV +198.4 eV =29 eV.

Einfach ionisierter Zustand (1s)2: Das Elektron im 2s-
Zustand wurde (z.B. durch einen Elektronenstof3) dem Li-Atom
entrissen. Die Energiedifferenz betrigt nach der STELLA-
Rechnung AW = W(15)2 - W(15)2(2s) = -193.6 eV + 198.4 eV =
4.8 eV.

Angeregter Zustand (1s)(2s)2: Ein Elektron im 1s-Zustand
wurde in den 2s-Zustand angehoben. Die Energiedifferenz
betragt nach der STELLA-Rechnung AW=W 15)25)2-W(15)2(2s)
=-142.0eV + 198.4 eV =56.4 eV.

Weiterer einfach ionisierter Zustand (1s)(2s): Ein
Elektron im Is-Zustand wurde dem Li-Atom entrissen. Die
Energiedifferenz betragt nach der STELLA-Rechnung AW =
Wis)2 - W(is)2(25) =-138.1 eV + 198.4 eV = 60.3 eV.
Zweifach ionisierter Zustand (1s): Zu diesem Zustand
kommt man, wenn z.B. dem einfach ionisierte Li-Atom im
(1s)2-Zustand nochmals ein Elektron entrissen wird. Die
Energiedifferenz zum Grundzustand betragt nach der STELLA-
Rechnung AW = W(1g) - W(16)2(25) = -122.5 eV + 198.4 eV =
75.9 eV.

Dreifach ionisierter Zustand Li3+*: Alle drei Elektronen
sind dem Kern entrissen worden. Diesem Zustand wird die
Nullpunktsenergie W = 0 eV zugewiesen.
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4.5 Experimentell meBBbare Groflen des Li-Atoms

Das Lithium-Spektrum

T

A=600 nm
A=700 nm A=500 nm A=400nm  ¢chon beim

Im sichtbaren
Lithium-

Spektrum  sind
nur zwei Linien
deutlich Zu
erkennen. Wie

Helium befinden

sich viele der Ubergiange im infraroten und ultravioletten Bereich. Zudem
wird die Intensitit bei Ubergingen zwischen hoheren Zustinden deutlich
schwicher, so daB auch das hier abgebildete sichtbare Spektrum nur
intensitatsstarke Ubergange zeigt.

Unter den mit STELLA berechneten Ubergingen befindet sich nur einer, der
auch im sichtbaren Spektrum zu beobachten ist.

Ubergang Mit STELLA | Mit STELLA || Experimentell || Experimentell | Farbe

berechnete berechnete bestimmte bestimmte
Energiedifferenz | Wellenlinge || Energiedifferenz || Wellenlange
(15)%(3s) = 2.9eV 428 nm 1.8 eV 671 nm rot

— (15)*(25)

Der mit dem STELLA-Modell theoretisch
vorhergesagte Wert weicht wie schon beim
Helium deutlich vom experimentellen Ergebnis
ab, macht aber von der GroBenordnung her
eine korrekte Angabe. Der Grund liegt in den
uber die  Abschirmung  naherungsweise
berechneten Potentiale.

(15)*(3s)
AW=1.8 eV

(15)%(2s)

Links 1ist der untere  Ausschnitt des
experimentell bestimmten Energieniveauschmas
von Lithium abgebildet. Das einfach ionisierte
Li-Atom (gestrichelte Linie) befindet sich im
(1s)2-Zustand.
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lonisation

i3t -----mm - [ _—
AW=122 eV
Li # ) ===----~ a———
AW=75 eV
AW=5.4¢eV
Li 1J(IS)2____A_,({ ______
Lia1s)2025)
Ubergang M;t STELLA Experi-
erechnete mentell
Energie- bestimmte
differenz Energie-
differenz
Li(1s)? (25) 4.8 eV 5.4¢eV
— Li1+
L't > i?t| 71.1eV 75 eV
L2t > 13| 122.5eV || 122¢eV

Lithium besitzt drei Ionisations-
zustande, namlich das einfach, das
zweifach und das dreifach ionisierte
Atom, deren Zustainde mit den
experimentell ermittelten Werten in
dem links abgebildeten
Niveauschema eingezeichnet sind.
Die mit STELLA vorhergesagten
Werte sind mit den experimentellen
Daten in der folgenden Tabelle
aufgelistet:

Wie schon beim Helium wird die Energie fur die letzte Ionisation
( Li** — Li**) korrekt vorhergesagt, da fur diesen Ubergang die Naherung der
Abschirmung nicht benotigt wird. Die beiden anderen Werte weichen um
einige Prozent von den experimentellen Ergebnissen ab.

Atomradius
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e-Teil Die Ladungswolke
1.00 = des Li-Atoms 1m
90% == -f= = mmmmmtmm oo \ Grundzustand setzt

sich aus den drei

Ladungswolken
o Tel von der Elektronen

zusammen.
Nebenstehend sind
die e-Teile der
drei  Elektronen
eingezeichnet. Fur
den
GroBenvergleich
mit anderen
Atomen vergleichen wir den definierten Radius des duBlersten Elektrons (bei
Lithium das Elektron im 2s-Zustand). Sein e-Teil erreicht bei r=0.22nm 68%
der Gesamtladung, bei r=0.30nm 90% der Gesamtladung. Verglichen zum H-
Atom (68% bei r=0.093nm und 90% bei r=0.14nm) ist Lithium damit deutlich
grofer.

(1 I I A R A

e-Teile von

0.50 9 Elektron 1 und 2

AL e e

|
0 0.40

o

Radius in nm 0.22

u(r)

0.03m Auch das letzte

;ﬁre)k\t/r%L und 2 Maximum der

u(r)-Funktion
/ von Elektron 3
u(r) von ber r=0.15nm
Elektron 3 deutet an’ daB
das Li-Atom im
Vergleich zum
H-Atom

0.00+

. (r=0.053nm)
; deutlich grofler
-0.03 y . Y q y 1st.
1.00e-06 0.10 015 0.20 0.30 0.40
' Radius in nm

Einen experimentellen Vergleich der beiden Atomgroflen erhalten wir uber die
Bestimmung des kovalenten Bindungsradius. Das damit gemessene Groflen-
verhiltnis zwischen Wasserstoff (r=0.053nm) und Lithium (r=0.15nm) betragt
nahezu 1 zu 5. Qualitativ stimmt diese Aussage mit der theoretischen
Vorhersage aus dem STELLA-Modell uiberein (das Lithiumatom ist deutlich
ausgedehnter als das Wasserstoffatom). Vom Zahlenwert ist die Vorhersage zu
klein. Der Grund hierfur liegt nicht daran, da unsere berechneten -
Funktionen grofe Fehler aufweisen, sondern daB3 bei der Bindung zweier
Atome die Ladungswolken deformiert werden und damit nicht mehr die
ursprilngliche atomare Form besitzen. Ein GroBenvergleich in der von uns
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vorgeschlagenen Form kann daher keine quanitiativ korrekten Aussagen
machen, sondern gilt eher als eine qualitative Kontrolle der berechneten 1)-
Funktionen. Eine genauere Untersuchung von gebundenen Atomen folgt in
Kapitel 5.
e-Teil Es laBt sich aus
1007 den mit STELLA

90% === f === m el \ berechneten Y-
8%~~~ -

Funktionen auch
e-Teil von vergleich zwischen

ein GroBen-
Elektron 3

i Li-Atorn dem neutralen Li-
Atom im Grund-
| zustand und dem
1
3

e-Teile von
Elektron 1 und 2
im Li T*1on

0.50 =

einfach ionisierten
Lithium  ((1s)2)
T anstellen. In

000 voos o100 Kristallgittern
0.03 022 gebunden, ist der
Radius des
neutralen Lithiumatoms nach experimentellen Untersuchungen (r=0.151nm)
etwa doppelt so groB, wie der Radius des Lil+-Tons (r=0.068nm). Die
theoretischen Vorhersagen mit STELLA bestitigen qualitative diese Aussage,
geben jedoch einen zu deutlichen GrofBenunterschied vor. Die e-Teile der
Elektronen im 1s-Zustand im Lil+-Ion erreichen eine bestimmte
Prozentangabe bei einem sechs bis sieben mal kleineren Radius als der e-Teil
des Elektrons im 2s-Zustand im neutralen Lithium. Ahnlich ist es bei den

Maxima der entsprechenden u(r)-Funktionen.

0.00 1
0 0.40

0_03“f> Die deutlich
u(r) von groBBere  Ausdeh-

ie‘::;‘;_ToL““dz nung des neutralen

J Li-Atoms  gegen-
u(r) von uber dem H-Atom,

Elektron 3
im Li-Atom

He-Atom und
Lil+-Jon ist auf
den besetzten 2s-
Zustand zuruckzu-
fuhren. Die -
Funktion des Elek-
trons in diesem
-0'030.00, 0.10 0.20 0.30 040 Zustand besitzt
0.020 Radius in nm einen Knoten und
ist damit (wie wir schon bei den angeregten Zustinden des Wasserstoffatoms
gesehen haben) deutlich ausgedehnter.

0.00 =
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4.6 Hohere Atome

Bis jetzt haben wir die drei leichtesten Elemente Wasserstoff (Kernladung =
+1le), Helium (Kernladung = +2e¢) und Lithium (Kernladung = +3e)
kennengelernt. Diese binden entsprechend ein, zwei und drei Elektronen im
Grundzustand an sich, um elektrisch neutral zu sein und damit den energetisch
niedrigsten Zustand zu erreichen (aus den Rechnungen mit STELLA und den
Experimenten konnte man erkennen, daf} alle ionisierten Atome energetisch
hoher liegen). Die Kenntnisse, die wir bis jetzt erworben haben, reichen aus,
um den Aufbau aller Elemente und damit das Periodensystem zu verstehen.
Die hoheren Elemente nach Lithium unterscheiden sich in ihrer Kernladung
und damit auch in der Menge der Elektronen, die sie an sich binden (z.B.
Beryllium 4, Bor 5, Kohlenstoff 6, usw.). Wir haben gesehen, da3 sich das
dritte Elektron im Lithium-Grundzustand im 2s-Zustand befindet. Dies liegt an
den elementaren Eigenschaften von Elektronen (Quanten). Aus ihnen folgt, daf3
im Zustand 1 nur zwei Elektronen sein konnen, im Zustand 2 acht Elektronen
usw. Die Grundlage fur die Besetzung von Elektronenzustinden im Atom ist
das Pauliprinzip (ein elementaren Prinzip der Quantenphysik). Es besagt,
daB jeder Zustand in einem Atom nur von ginem Elektron besetzt werden
kann. Der 1s-Zustand besteht also eigentlich aus zwei Zustinden, die wir bis
jetzt jedoch nicht unterschiedlich bezeichnet haben. Ebenso ist es mit den acht
Zustanden der Quantenzahl 2. 2s benennt nur zwei dieser acht Zustinde;
weitere sechs haben die Bezeichnung 2p. Sind nun nach zehn Elektronen auch
alle Zustande mit der Quantenzahl 2 besetzt, muf} sich das elfte Elektron (wie
z.B. im Natrium) in den 3s-Zustand setzten.

A Nebenstehend ist ein

Rb schematischer
Verlauf des
e experimentell  be-

= stimmten

b Atomradius der
= ersten 45 Elemente
& in einem Graphen
gezeigt. Die
Ergebnisse der

MeBmethoden
0.0 | T | T = wurden so angepalt,
0 10 20 30 40 daB ein GroBen-
Kernladung Z (in ) vergleich der Atome

moglich ist. Bei Lithium, Natrium, Kalium und Rubidium steigt die
Atomgrofle, verglichen zu den vorherigen Elementen sprunghaft an. Danach
sinkt sie wieder kontinuierlich ab.
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Die Elemente mit sehr kleinen Radien wie z.B. Helium
fullen die Zustande einer Quantenzahl voll auf. Das
darauffolgende Element (in unserem Beispiel Lithium)
kann das eine zusitzliche Elektron nur in einem Zustand
mit hoherer Quantenzahl unterbringen. Die hohere
Quantenzahl hat zur Folge, da3 der Radius im Vergleich
zum vorhergehenden Element deutlich grofer ist. Mit
zunehmender Kernladung Z (in unserem Beispiel die
Elemente schwerer als Lithium) wird der Zustand mit
dieser Quantenzahl mit Elektronen "aufgefullt". Durch
die hohere Kernladung werden die Ladungswolken enger
an den Kern gebunden und der Radius nimmt ab. Beim
Ubergang zu der nichsten Quantenzahl (in unserem
weiere  B€1Spiel Natrium) steigt der Radius wieder sprunghaft,
.-"Elemente well der Zustand 3 besetzt wird, dessen Ladunswolke
deutlich ausgedehnter ist als eine Ladungswolke in
Zustand 2. Die folgende Tabelle falt das "Auffullen" der
Zustande zusammen:

1
1 A
1

’valeitere Element | Elektronen im | Elektronen im | Elektronen im
1,07 Hlemente Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3

H 1

He 2 -

Li 2 1

Be 2 2

0] 2 6

Na 2 8 1

Die gleichen Sprunge im Vergleich der Radien zweier nebeneinanderliegender
Elemente erkennt man auch bei Kalium und Rubidium. Diese Elemente mussen
ein Elektron in einen hoheren Zustand setzen und sind damit deutlich
ausgedehnter als ihre leichteren Nachbarelemente. Bei den Edelgasen (Helium,
Neon, Argon, ...) sind die Zustinde mit gleicher Quantenzahl voll besetzt (bei
Helium ist der Zustand 1 voll besetzt, bei Neon die Zustinde 1 und 2). Die
Ladungswolken dieser Elemente sind sehr dicht an den Kern gebunden, was zu
einer energetisch besonders gunstigen Konfiguration fuhrt. Aus diesem Grund
sind die Ionisationsenergien fur das erste Elektron bei Edelgasen sehr gro8.
Dies ist auch der Grund, weshalb Edelgase atomar vorliegen und keine
molekularen Bindungen miteinander oder mit anderen Atomen eingehen.

In diesem Zusammenhang spricht man bei Atomen von Schalen. Die Schalen
(Zustinde gleicher Quantenzahl) werden mit Elektronen "aufgefullt". Der
Begriff ist aus diesem Grund energetisch zu sehen. Schale ist im wesentlichen
nur ein anderer Begriff fur Zustand. Sind alle Zustinde einer Quantenzahl
besetzt, spricht man von einer abgeschlossenen Schale, wie es bei den
Edelgasen der Fall ist. Bei den Elementen, die auf die Edelgase folgen,
befindet sich das letzte Elektron in einer hoheren Schale als die restlichen
Elektronen. Die Ionisierungsenergie dieses Elektrons ist besonders niedrig,
weshalb die Elemente Lithium, Natrium, Kalium, ... besonders "gerne"
Bindungen mit anderen Atomen eingehen.
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Anhang I: Sachstruktur-Uberblicke uber die einzelnen
Kapitel



1. Freie Quanten

Experimentelle Fakten

1. Photoeffekt

He-Lampe Herauslosen von Elektronen aus einer
’% e el Metallplatte durch Beleuchten mit

) —————— einer Quecksilbersampflampe. Die
Menge der herausgeldsten Elektronen

Doy Y in einem bestimmten Zeitintervall ist

SR von der Intensitit des Lichts

/i abhingig, wihrend die kinetische

b Energie der einzelnen Elektronen

von der Frequenz des Lichts abhangt.

Ein Elektronenstrahl, der auf ein
Kristallgitter gelenkt wird, zeigt in
der Registrierebene Interferenzringe.
Diese konnen auch bei
Rontgenstrahlung, die an einem
Gitter gebeugt wird, beobachtet
werden. Der Radius der Interferenz-
ringe ist von der Beschleunigungs-
spannung und damit vom Elektronen-
impuls abhéngig.

Theoretische Beschreibung

I. Licht und Elektronen (noch allgemeiner Elementarteilchen) besitzen
gemeinsame FEigenschaften, die in Wellencharakter und Teilchencharakter
aufgeteilt werden konnen. Man fafit Licht und Elektronen daher unter dem
Oberbegriff Quanten zusammen. Siese besitzen sowohl Wellen-, als auch
Teilcheneigenschaften. Man bezeichnet die Lichtquanten auch als Photonen.

2. Wiahrend in der klassischen Physik zwischen Wellen (beschrieben durch
Wellenldange A und Frequenz f) und Teilchen (beschrieben durch Energie W
und Impuls p) unterschieden wird, sind in der Quantenphysik diese GroBien
miteinander verknupft. In Gleichungen ausgedruckt verbinden Quanten die
GroBen A, f, W und p uiber

h
p=x und W=h'f
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2. Stehende Wellen

Experimentell meBBbare GroBen:

Eigenwerte, Knotenbilder,
Zustandszahlen Amplitudenfunktionen
I-dimensio- | Schwingungsfrequenz
nale stehende | des Seils, r‘f\/D ;—deﬂﬂ
Wellen: Zustandszahl n
2-dimensio- | Schwingungsfrequenz .'
nale stehende | des Tamburins, L
Wellen: Zustandszahlen ny und i
Ny
3-dimensio- | Schwingungsfrequenz | * * « uarmam S w o Kugelrons
nale stehende|der Luft in der O oden i
Wellen: Glaskugel, drei . .
Zustandszahlen, z.B. - Y
n,m und | o
-— dunkel —eue o ‘_/J \-\.
Theoretische Beschreibung:
STELLA- 1. Zusammenhang zwischen Massendichte m'(x), der
Rechnung Amlitudenfunktion y(x) und deren Kruimmung y"(x)
- Starke Krimmung und enger Knotenabstand bei hoher
f3=26 Hz Massendichte
- BetragsmaBig starke Krummung bei betragsmafig grofBer
SN Amplitudenfunktion
2. Differentialgleichung stehender Wellen
y"(x) = - 4n2 x £2  m'(x)/Fs * y(x)
f2=19.5 Hz m'(x): Massendichte des Seils
} Fs: Spannkraft des Seils
l T y(x): Amplitudenfunktion
f: Schwingungsfrequenz
Physikalisch sinnvolle Losung der Gleichung mit Rand-
bedingung y(Seilanfang)=y(Seilende)=0
£1=8.6 Hz 3. STELLA- Modell stehender Sellwellen — '
|
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3. Das H-Atom

Experimentelle Fakten:
1. Spektrallinien der Balmer-Sertie:

200 300

|400 nm I S00 |600 !?UU | 800

2. GroBle des H-Atoms in den verschiedenen Zustanden

4. Ergebnisse der
Computerrechnung

-1,5e¥Y

-3,4e¥Y

- 13,6 eV

Energieniveaus

Versuche zur Balmerlampe, Ionisation, Streuung, ...
und dazugehorige tabellierte MeBwerte

Theoretische Grundlagen:
1. Amplitude

Die 1-Funktion liefert Zahlenwerte fur | | 2
Interpretation 1: Lokalisationswahrscheinlichkeit
Interpretation 2: Ladungsdichte, -wolke, "Elektronium"

2. Zustand n und Schrodingergleichung

Zustand n, Energie Wp, Amplitude yp(r), Knoten-
flachen

Randbedingung: {y =>0

Veranderliches Potential V=V(r) ("Potentialtopf")
SGL: up" « - [Wn - V()] * un(r)

3. STELLA-Modell H-Atom

.....
4

5. Eine allgemeine Formel fur die Energieniveaus

W,=W,;x 1
n 1*n2.

6. Vergleich zwischen Theorie und Messungen.
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4. Hohere Atome

Experimentelle Fakten
1. Spektren hoherer Atome und Ionisierungsenergien

Helium Aufnahmen der
sichtbaren  Spek-
tren von Helium

Lithium und Lithium
(zum  Vergleich
serstoffspek-

A A A A trum). pMessung
| der Ionisierungs-
A=600 nm energien.
A=700 nm A=500 nm A=400 nm

2. Atom- und Ionenradien

Vergleich der Radien hoherer
Atome unter Verwendung der
gleichen MeBmethode bzw. An-
gleichen der Mefdaten aus
verschiedenen Methoden (Bin-
dungsradius, Eigenvolumen, ...).
Kleine Radien wund grofle
Ionisierungsenergien bei
Edelgasen; groBe Radien und
kleine Ionisierungsenergien bei

Radius (in nm)

0.0 T T T T - 1 1 :
0 10 0 30 10 L1th1urp, Natrium, ... .
Kernladung Z (in €) Vergleich von Radien zwischen
neutralem Atom und ionisiertem
Atom.

Theoretische Grundlagen
1. Zustand des Atoms und Schrodingergleichungen der Elektronen

u"Elektron1(r) * -(WElektron1-V (r))*UElektron1(r) Die Zus‘[}"_md_e aller Elek-
u"Elektron2(r) « -(WEIektron2-V(r))*uElektron2(r) tronen, die im Atom 8c
(entsprechend fur Elektron 3, 4, ...) bundenen sind,

beschreiben den Zustand
des Atoms.

Das Potential in der
Schrodingergleichung des Elektron 1 setzt sich aus dem Kernpotentialanteil
plus den Potentialen aller anderen Elektronen zusammen (Entsprechendes gilt
fur das Potential in der SGL der Elektronen 2, 3, ..). Die
Schrodingergleichungen aller Elektronen sind uber die Potentiale miteinander
verknupft.

Elektron 1: V(r) = VKern(r)+V Abschirmung2()+...
Elektron 2: V(r) = VKern(r)+V Abschirmung1(r)+...



2. Potentialndherungen, Abschirmung und e-Teil

V() ineV
0.00 =
-150.00 =
-300.00 . . T ]
0.00 0.05 0.10
rinnm
V(r)ineV
0.00 1
-150.00 =
300.00 T 1 T 1
0.05 0.10
rinnm
e-Teil
1.00 7
9% == == e e - -
1
. 1
R e R :
1 ) e-Teil von
. 1 ) Elektron 3
0.50 e-Teile von 1
) Elektron 1 und 2 f 1
' :
! 1
. 1 1
! 1
! 1
! 1
1
0.00 1 L] T 1
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
Radius in nm 0.22

"Harter" Potentialubergang
zwischen abgeschirmten Kern
(Abschirmung durch

Ladungswolken  der anderen
Elektronen) und reinem Kern-
potential (Bsp.: Helium)

"Weicher"
(Bsp.: Helium)

Potentialubergang

e-Teile an der Stelle r als Aufinte-
grieren  einer  Ladungswolke
zwischen O und r (Bsp.: Lithium):

r

e- Teil =f1p2(r’)-r’2 -dr’
0

3. STELLA- Modell hoherer Atome (Bsp Hehum)

cSGL

a - ~

" L LA

e

psiqu
Schrodingergleichung des Elektron 2
us2 u2

Krumm 2 Steig 2
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e
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Anhang II: Tabellen

Atom- und Ionenspektren von Wasserstoff, Helium und Lithium

HYDROGEN (H) HELIUM (He)
Z=1 =
H1 Heland I1
Ref. 214 — W.C.M. Ref. 16,94, 173, 183, 317
W.C.M:
Intensi Wavelength
P - Intensity : Wavelength
Vacuum
Vacuum
15 926.226 1
20 930.748 1 15 231.454 11
30 937.803 1 20 232,584 34
50 949.743 1 30 234.347 11
100 972.537 1 50 237.331 had
300 1025.722 1 100 243,027 II
1000 1215.668 b 300 256.317 11
500 1215.674 1 1000 303.780 11
500 303.786 1
Air 10 320,293 1
2 505.500 I
5 3835.384 b 3 505.684 - 1
6 3889.049 1 4 505.912 I
8 3970.072 1 5 506.200 1
15 4101.74 1 7 506.570 T
30 4340.47 I 10 507.058 1
80 4861.33 I 15 507.718 b
120 6562.72 1 20 . 508.643 1
180 6562.852 1 25 509.998 1-
5 9545.97 1 35 512.098 1
7 10049. 4 1 50 515.616 1
12 10938.1 1 100 ' 522,213 H
20 12818.1 1 400 * 537.030 1
40 18751.0 1 1000 584.334 1
s 21655.3 1 50 591.412 I
26251.5 1 5 958,70 11
15 40511.6 I 3 972.11 1L
4 46525.1 1 8 992,36 1
6 74578 1 15 1025.27 11
3 123685 1 30 1084.94 11
35 1215.09 11
50 1215.17 1
120 1640.34 11
180 1640.47 I
Air

7 2385.40 11
9 2511.20 11
50 2577.6 1
1 2723.19 1
12 2733.30 1
2 2763.80 1
10 2818.2 . 1
4 2829.08 1
10 2945.11 1
40 3013.7 1
20 3187.74 1
3 3202.96 1
15 3203.10 11
1 3354.55 1
2 3447.59 1
1 3587.27 1
3 3613.64 1
2 3634.23 1
3 3705.00 1
1 3732.86 1
10 3819.607 I
1 3819.76 1
500 3888.65 1
20 3964.729 1
1 4009.27 1
50 4026.191 1
5 4026.36 I
12 4120.82 1
2 4120.99 1
3 4143.76 - 1
10 4387.929 1
3 4437.55 1
200 4471.479 1
25 4471.68 1
6 4685.4 11
30 4685.7 had
30 4713.146 1
4 4713.38 1
20 4921.931 1
100 5015.678 1
10 5047.74 1
©5 5411.52 11
500 5875.62 b
100 5875.97 1
8 6560. 10 34
100 6678.15 1
3 6867.48 1
200 7065.19 1
30 7065.71 1
50 7281.35 1
1 7816.15 1
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3306.28 11 2 8361.69 1 1424, 1
3393, 2 9063.27 1 3 1492.93 II
3488. 1 2 9210.34 1 5 1492.97 I
3579.8 1 10 9463.61 1 1 1493.04 1I
3618. 1 4 7 9516.60 I 1555. 11
3662. 1 3 9526.17 1 3 1653.08 1I
3684.32 11 1 9529.27 1 5 1653.13 I
I 3714.00 11 1 9603.42 1 1 1653.21 I
5 3714.16 11 3 9702.60 1 1681.66 1t
6 4 3714.27 1 6 10027.73 1 1755.33 33
8 3714.29 11 2 10031.16 1
7 d 37140 1 15 10123.6 I Air
10 3714.41 11 1 10138.50 1
1 3714451 11 10 10311.23 1 2009. I
0 3714.58 11 2 10311.54 1 2039. I
3 3718.7 b 3 10667.65 1 2068, N 44
6 3794.72 1 300 10829.09 1 2131. I
20 3915.30 I 1000 10830.25 1 2164. Ir
20 3915.35 1 2000 10830. 34 1 217344 1
10 3985.48 1 9 10913.05 1 2183. 3
10 3985.54 1 3 10917.10 I 2214. I1
40 4132.56 1 4 11626.4 11 22224 )33
40 4132.62 1 30 11969.12 1 2237, b3
4196. 1 20 12527.52 1 B 2249.21 11
20 4273.07 1 50 12784.99 1 2286.82 11
20 ' 4273.13 1 20 12790.57 1 2302.57 pii
5 4325.42 11 7 12845.96 1 2303.33 i
5 4325.47 34 10 12968.45 1 2304.59 4
1 4325.54 11 2 12984.89 -« 1 2304.92 I
4516445 34 12 15083. 64 1 2305.36 1
4590. 200 17002. 47 1 2305.83 1
13 4602.83 1 1 18555.55 1 2306.29 1
13 4602.89 1 6 18636.8 . 11 2306.82 I
4607.34 1I 500 18685.34 1 2307.44 I
o . 4671.51 II 200 18697.23 1 2308.97 I
6 4671.65 11 100 19089. 38 1 2309.88 L
2 4671.70 11 20 19543.08 1 2310.94 1
3 4678.06 11 1000 20581.30 I 2312.11 1
1 4678.29 - II 80 21120.07 1 2313.49 1
4760, I 10 21121.43 1 2315.08 I
4763. 11 20 21132.03 1 2316.95 1
4788.36 1 3 30908.5 11 2319.18 1
4843.0 b33 4 40478.90 I 2321.88 1
4 4881.32 11 2325.11 1
4 4881.39 11 2329.02 1
1 4881.49 11 . 2329.84 . 1
8 4971.66 1 .LITHIUM (Li) 2333.94 1
8 4971.75 1 Z=3 3 2336.88 1
5037.92 1 5 2336.91 11
5095. Liland II 2 2337.00 1
5114. Ref. 3, 15, 17, 18, 37, 44, 112, 284, 2340.15 I
5190. 321,335 —J.D.S. 2348.22 1
5271. 1 . 2358.93 I
5315. 1 Intensity Wavelength 2373.54 I
5395. 1 2381.54 11
54400 I Vacuum 2383.20 11
600 c  5483.55 1 125.5 11 i 2394.39 1
600 c . 5485.65 11 136.5 11 2402.33 11
320 6103.54 1 140.5 1 2410.84 I
320 6103.65 1. 167.21 1 3 2425.43 I
3600 6707.76 1 168. 74 It 2429.81 11
3600 6707.91 I 171.58 11 2460.2 1
48 8126.23 I 178.02 1 10 2475.06 I
48 8126445 b 199.28 1L 2506.94 11
8517.37 . II 207.5 11 2508.78 11
9581.42 b3 456. e 2518. 1
10120. . 11 483, has 2538.49 11
12232, 1 540+ I 2% 2551.7 I
12782. b 729. 11 2559 I
13566. 1 800. 1T 15 2562.31 I
17552, 1 820. 11 2605.08 1
18697. 1 861. 11 2640.
19290. 1 905.5 11 2 2657.29 1
264467, 1 917.5 I 3 2657.30 1
40475, I $36. 11 2674.46 I
945. 11 0 2728.24 I
s w3 mmn oo
— 972. has .
Ref. 335 — 1.OS. 988, 3 2730.47 1
Intensi ' 1018. jos i 2730.55 hed
tensity Wavelength 1032_ I 5 2741.20 1
Vacuum 1036. n 2766.99 1
- 1093, 11 2796.31 I
102.9 11z 1103. . 4 2:2;' 1
103.4 111 1109. 11 . I
1116. 1 2868, 1
104.1 jads
1132.1 &4 2895. 1
105.5 11 1141 - 2 2934.02 11
108.0 III 1l66:4 1 2 2934.07 11
113.9 . 111 1198.09 11 5 2934.12 1
135.0 111 , 1215. It 1 2934.25 i1
540.0 II1 N 2968. I
729.1 “IIL 1238. IT 3
1253.8 1 3029.12 I
1420.89 It 3 3029.14 11
3144. 1
3 3155.31 I
4 3155.33 84
1 3196.26 1
9 3196.33 11
4 3196.36 I
5 3199.33 33
2 3199.43 I
17 3232.66 1
3249.87 1T
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Ionisierungsenergien von Atomen und Ionen

numbar of external s-clectrons
1 4 2

n=1 H = 2§, 13595  Ho 18, 24581
© Her 8y 54403 - Lit 18, 75-619

n=2 Li 5y 5390 Be I8  9:320
- RBet 281{.2 18'206 . B"' IRy 254149
Bt 28y 37920 G+ 18, 47-871

n=38_Na' s 5138 Mg 1S 7644
Mgt i 15031 AL 18, 18823
AlVF 25y 2844 - Bitt 18, 33-40

n=4 K 2 438 Ca 18 6N
Cat Sy 11868 . Bt i, 12-80

Sct+ 2Dy 2475 Tit+t  8F, 27-47
n=5 Rb 282 4176  Sr 18 5692
_SI’* 281‘,2;. Il'(}i’.? Y"‘ : !S_o 12:23
Y++- gD:”z 205; ,Z.l"’*' ) ,algjg' 29.98

m=6 Cs i 3803 Ba  1So 5210
~ Bat ;2 10001 Lat 3K, 1143
La*t+ 2Dgp 1917 Cot+ :

no=7 Tr 231/2' ‘ — Rﬂ. 18, 5'.277.
Ra* 281/2 -10-144 AC"'_ 180 12-1
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Atom- und Ionenradien

Experimentell bestimmte Werte

Element | Kovalenter Radius aus | Radius in| Radius aus
Bindungs- gaskinetischer | Kristallgitter | Wirkungs-
radius Theorie querschnitt

H 32 pm 126 pm - -

He - 110 pm - 224 pm

Li 152 pm - 151 pm -

Lit+ - - 68 pm -

Be 111 pm - 112 pm -

Be2+ - - 35 pm -

Berechnete Werte aus Theorie

Element | Bohrscher  Maximum der| Letzter Wen-| 68% der| 90% der
Radius u(r)-Funktion | depunkt der| Gesamt- | Gesamt-

u(r)-Funktion | ladung | ladung

H 53 pm 53 pm 106 pm 93 pm | 142 pm

He - 25 pm - 45 pm 70 pm

Li - 150 pm - 220 pm | 300 pm

Lit - 20 pm - 30 pm 50 pm

Be

Be2+




Anhang III

Erklarung von Interferenzeffekten am Kristallgitter

Dieser Abschnitt beschreibt die charakteristischen Merkmale von Wellen, um

eine Versuchsanordnung zu entwickeln, die die Welleneigenschaften von

Elektronen nachweisen kann. Dazu stellen wir folgende drei Fragen:

1. Welche Eigenschaften charakterisieren Wellen?

2. Welche Phianomene zeigen sich aufgrund dieser Eigenschaften?

3. Mit welcher experimentellen Anordnung laBt sich die Existenz dieser
Phianomene bei Elektronen uberpriifen?

Die ersten beiden Fragen kann man sich aus der Schwingungslehre

klarmachen. Eine Welle wird uber die Amplitude und die Wellenldnge

beschrieben. Die Wellenldnge gibt an, innerhalb welcher Strecke sich die

Amplitudenfunktion wiederholt; ist also ein Mal} fur ihre Periodizitit. Zwei

Wellen gleicher Amplitude und Wellenldnge konnen sich in ihrer Phase

unterscheiden. Die folgende Zeichnung erlautert den Phasenbegriff.

Wellenlange (Periodizitat

der Amplitudenfunktion) Amplitude (Maximalwert

der Amplitudenfunktion)

YA

VA
ANWANS
VAL VERVARVERN

— -

Phasenverschiebung (Gangunterschied zwischen
zwei gleichen Amplitudenfunktionen)

Die beiden uibereinandergezeichneten Wellen besitzen die gleiche Amplitude
und Wellenldnge. Die beiden Funktionen sind die Amplitudenfunktionen y zu
einem bestimmten Zeitpunkt (sozusagen zeitlich eingefroren). Raumlich liegt
die obere Funktion y nach rechts verschoben. Diese Verschiebung wird uber
die Phase angegeben.
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Wellen besitzen Interferenzeigenschaften, da sich bei der Uberlagerung von
zwei Wellen die Amplitudenfunktionen addieren. Da diese positive wie auch
negative Werte annehmen konnen, kommt es zu konstruktiver und destruktiver
Interferenz (die Wellen konnen sich verstarken oder ausloschen, was bei
Interferenzexperimenten in der Optik zu den Interferenzstreifen fuhrt).

Weg 1: keine Phasenverschiebung Stellen wir uns zur Veranschaulich-

() g ¢ ung  des Interferenzbegriffs eine
Welle vor, die in zwei gleiche
Wellen aufgeteilt wird. Die eine

~ Welle durchlauft einen Weg, auf

Weg 2: Phasenverschiebung um halbe Wellenlénge dem Sie keine Phasenverschiebung
erfahrt. Dies  entspricht in
nebenstehender Zeichnung dem

e Weg 1 (ke@ne Phaser.lverschiebu.ng).
~— Das Oval in der Mitte soll einen

Weg 3: Phasenverschiebung um ganze Wellenlinge Mechanismus andeuten, der je nach

homagposive Bedarf die Phase verschiebt. Auf

dem Weg 1 beginnt die Welle nach

dem Mechanismus so, wie sie

vorher geendet hat; die Phase ist
nicht verdndert. Durchlduf nun der andere Teil der Welle auch den Weg 1
(ohne Phasenverschiebung) und treffen die Wellen letztendlich wieder
aufeinander, dann interferieren sie konstruktiv, da beide am Ort des
Zusammentreffens die maximale positive Amplitude haben und sich diese
einfach addieren.
Durchléauft der erste Teil der Welle keine Phasenverschiebung (Weg 1), der
andere Teil aber eine Phasenverschiebung um die halbe Wellenlange (Weg 2 in
der Zeichnug; die aus dem Mechanismus herauskommende Welle ist,
verglichen zur einfallenden Welle, um eine halbe Wellenlinge verschoben),
dann besitzt die erste Welle am Ort des Zusammentreffens die maximale
positive Amplitude und die zweite Welle die maximale negative Amplitude.
Diese addieren sich zu Null, was man destruktive Interferenz (oder
Ausloschung) nennt.
Wird die Phase der ersten Welle (Weg 1) nicht verschoben, die der zweiten
Welle aber um eine ganze Wellenlange (Weg 3), dann beobachtet man wieder
konstruktive Interferenz, da beide Wellen am Ort des Zusammentreffens die
maximale positive Amplitude aufweisen. Dieser Fall entspricht daher dem
ersten Beispiel, in dem beide Wellen in ihrer Phase nicht verschoben wurden.
Nun mufl man sich noch uberlegen, wie ein Mechanismus hergestellt werden
kann, der die beschriebene Phasenverschiebung erzeugt. Stellen wir uns dazu
mehrere parallel zueinander liegende Ebenen vor, die fur Wellen jeglicher Art
wie teildurchldssige Spiegel wirken. Die folgende Abbildung soll dies
veranschaulichen.
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einfallende ausaufende Die dicken gestrichelten
Welle Linien sind teil-
durchlassige Spiegel mit
Abstand d. Es sind drei
parallele "Strahlen" mit
ithren Amplituden einge-
.. zeichnet. Idealisiert entste-
i T = i hen sie i selben O
R A a— Spiegel (Sender) und uberlagern
sich  im  selben Ort
(Empfanger) (das soll
bedeuten, dal die drei Wellen eigentlich ubereinander liegen, aber aus
Griinden der Ubersichtlichkeit getrennt gezeichnet wurden). Die drei
eingezeichneten einfallenden Strahlen gehoren zu einer Welle, die an den
teildurchlassigen Spiegeln teils reflektiert und teils transmittiert wird. Am
nachsten Spiegel passiert das gleiche nochmals. Ein Teil der Welle wird
reflektiert, der Rest transmittiert. Die Zeichnug zeigt anhand der gestrichelten
Strahlen, dall die einzelnen Wege unterschiedlich lang sind, je nachdem wie
haufig ein Strahl transmittiert wurde. Die gestrichelten Linien sind die
Wegunterschiede zum Strahl, der an der ersten Ebene reflektiert wird. Ein
Wegunterschied bedeutet gleichzeitig eine Phasenverschiebung. Ist durch den
Einfalls- und Ausfallswinkel der Wegunterschied so gewdhlt, dal er genau
einem vielfachen der Wellenlinge entspricht (was zur Folge hat, da} die
Phasenverschiebung ebenfalls einem vielfachen der Wellenldnge entspricht),
dann kommt es zu konstruktiver Interferenz (dies entspricht im vorherigen
Beispiel Weg 1 und Weg 3). Man kann sich klarmachen, dafl durch die vielen
Reflexionsebenen nur noch ein Winkel fur konstruktive Interferenz
ubrigbleibt. In allen anderen Richtungen interferiert die Welle destruktiv.
Diese parallelen, teildurchlassigen Spiegel
werden schon von der Natur bereitgestellt.
Es sind sehr gleichmédBig angeordnete
Kristallgitter, wie sie in  Graphit
(Kohlenstoff; sieche Abbildung) oder
Silizium vorkommen. Durch
Schmelzprozesse erhalt man perfekte
Kristalle mit Millionen wund mehr
parallelen Ebenen (gestrichelte Linien
deuten Atomschichten an). Der Abstand
dieser Ebenen betrigt ublicherweise einige

zehntel Nanometer. Da die
Phasenverschiebung zweier Wellen, die an
zwel aufeinanderfolgenden Ebenen

reflektiert werden, in etwa der Wellenlange A entsprechen muf, lat sich
daraus folgern, daB} Kristallgitter fur Wellen mit A =0.1nm gut geeignet sind,
um konstruktive Interferenz zu erreichen. Bei elektromagnetischer Strahlung
spricht man bei Wellenldngen um A =0.1nm von Rontgenstrahlung.
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